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DERIVADA DUNHA FUNCION E AS SUAS APLICACIONS

1. Concepto de derivada

1.1 Taxa de variacion media Y
A pendente dunha recta é un nimero que mide a inclinacion f
desa recta. Pédese calcular coa formula m = 22222, f(b) Recta

X2—=X1 / secante
Supoiase agora que se ten unha funcion, f, que non é unha fla) —
recta. Neste caso hon podemos determinar a pendente, pero
si a sua variacion media nun certo intervalo.

a b X

Consideramos o intervalo [a,b], e trazamos unha recta justracion 1: Taxa de variacién media

. ., 2 b)—
secante aos puntos (a, f(a)) e (b, f (b)) (ver ailustracion 1). A pendente da recta secante %.

Este nimero mide a variacion media da funcion no intervalo [a, b]. Chdmase taxa de variacion media
da funcion f no intervalo [a, b] (TVM de f en [a, b]).

Exemplo 1.1.1: Para a funcion f(x) = 2x?, calcule a taxa de variacion media no intervalo [1,2].

_ .92 _ .12
TVMdefen[l,Z]=f(2;_]1c(1)=2 2 12 ! =6

1.2 Derivada nun punto. Taxa de variacion instantanea

Dada unha funcién f, a sta derivada nun punto a, y
se existe, é a pendente da recta tanxente & grafica

da funcién nese punto. /
f(a+h) Recta secante

Supofiamos que queremos calcular a pendente da f(a) f
recta tanxente a gréafica da funcién f nopuntox = a
(ver ilustracion 2). Consideramos o intervalo
[a,a + h] e trazamos a recta secante & grafica. A

Recta tanxente

sUa pendente vén dada pola TVM nese intervalo, é h
dICII’ f(a+h)_f(a) — f(a+h)_f(a) a a+h X
a+h—-a h

llustracién 2: Aproximacion da pendente da recta tanxente
Por outra banda, segundo se ve na imaxe, se h se vai facendo cada vez mais pequeno, chegara un

momento no que a recta secante se converta na recta tanxente. Entén, se facemos que h - 0, a
pendente da recta secante convértese na pendente da recta tanxente.

Tendo en conta que a pendente da recta tanxente nun punto é a derivada da funcién nese punto,

fla+h)-f(a)

definimos a derivada da funcién f en x = a, f'(a), como o limite f'(a) = }lin(l) P

Calcular a derivada dunha funcion nun punto supén entén o calculo dun limite. Se este limite existe,
dise que a funcion é derivable nese punto.

Exemplo 1.2.1: Calcule a derivada da funcion f(x) = x2 en x = 1, € dicir, f'(1).
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Aplicase a formula anterior:

von o fA+R)—fO) (A +h)?*-12 0 . 14+2h+h*—1  2h+h*
R L
. h@2+h)
=lim—==1lim2+h=2+4+0=2
h—-0 h h-0

Polo tanto, a derivada da funcién f(x) = x?enx=1¢é f'(1) = 2.
Como a derivada nun punto é o limite da TVM chamase, tamén, taxa de variacion instantanea.

1.3 Derivadas laterais

Definimos as derivadas laterais de f en x = a como 0s seguintes limites:

* Derivada a esquerda: f/(a) = lim f(at (a”l;—f (@)

fla+h)—f(a)

H 4 a1 1
e Derivada & dereita: f)(a) = hlLr(r)1+ P

Deducimos que para que unha funcion sexa derivable nun punto, € preciso que nese punto existan
as derivadas laterais e sexan iguais. E dicir:
f é derivable en x = a < f/(a) = f{(a)

1.4 Recta tanxente e recta normal

Unha das formas de calcular a ecuacién dunha recta é a de utilizar a ecuacion punto-pendente:
y - yo =m(x - xy), onde m é a sta pendente e (x,,y,) un punto da recta.

Unha recta tanxente a unha curva f, é unha recta que corta & funcion f nun unico punto. Dito punto
pertence a f e polo tanto, é da forma (a, f (a)) e, como se viu antes, a sta pendente € a derivada de
f no punto, é dicir, m = f’(a). Substituindo na ecuacién punto-pendente, obtemos que a ecuacién
darectatanxenteafenx=aéy- f(a) = f'(a)(x- a).

A recta normal a f en x = a € unha recta perpendicular & recta tanxente en dito punto. Dado que as
rectas son perpendiculares, a pendente da normal, m/, verifica que m' = —% e posto que m = f'(a),

(x - a).

1
(@)

aecuacibn darectanormalafenx=aéy- f(a) = —
Exemplo 1.4.1: Calcule as rectas tanxente e normal & curva f(x) = x?2 enx = 1.
e Rectatanxente:y—f(1) = f'(1)(x —1)
Necesitamos calcular (1) e f'(1): f(1) =12 =1 e f'(1) = 2 (calculouse no exemplo 1.2.1)

Polotanto arectatanxenteafenx=1&éy—-1=2(x—-1)-»y=1+2x—-2->y=2x—-1

e Rectanormal:y —f(1) = —%(x -1
Subsituimos os datos e obtemos que arectanormala f enx =1 é:
L 1 ( D " 1 4 1 1 4 3
—_ = —_—— —_ e d = —_—— —_— = —_—— —_
Y 2 Y 2X T2 YT TS
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2. Funcion derivada

2.1 Derivabilidade e continuidade

Segun se viu, unha funcién f é derivable en x = a se existe o limite f'(a) = ’llirr(l) P
i

Se nesta expresion se fai x = a + h, entén ge h - 0 equivale a que x — a. Pola tanto, podemos
fe)-f(a)

reescribir o limite como f'(a) = lim
x—-a X—a
Desta segunda definicion obtemos un resultado importante:
Se f é derivable en x = a, enton f é continuaen x = a.

Agora ben, se unha funcion é continua nun punto, non ten por que ser derivable nese punto.

>0 . .
xsex—oederlvableenx=0.

Exemplo 2.1.1: Estude se a funcion valor absoluto f(x) = |x| = {_x sex <0

Como a funcion esta definida en dous anacos, que son distintos & esquerda e a dereita do 0, non
podemos calcular directamente o limite en 0, téfiense que calcular os limites laterais.

-x—0

fx)=r) _
x-0 -

Pola esquerda: f2(0) = lim lim =lim= = %(Ind) =lim-1=-1
xX— xX—

x—0 x—0 x-0 X

Pola dereita: £/(0) = lim Z27©@ — jim *° = jim £ = 2 (Ind) = lim 1 = 1
x-0t x-0 x-0x-0  x-0x O x—=0
Como os limites non coinciden, a derivada f'(0) non existe.

Sen embargo, a funcién valor absluto é continua en todo R.
2.2 Funcions derivables

Dicimos que unha funcién é derivable, sen especificar en que punto, cando é derivable en todos os
puntos do seu dominio de definicion.

A maioria das funciéns que se estudaron ata agora son derivables. En particular, as funciéns
polinémicas, as trigonométricas e as funcions exponenciais e logaritmicas.

Ademais, se f e g son funcions derivables, taménoson: f + g, f - g,g (seg+0),(feg)e(gef).

2.3 Funcion derivada

Dada a funcién f, podemos calcular a sua derivada nun punto xenérico x, da mesma forma que se
faria nun punto concreto (a partir da definicion). A dita funcion chamarémola funcién derivada de f
ou, simplemente, derivada de f e denotamola por f'(x).

Exemplo 2.3.1: Calcule a derivada da funcion f(x) = x2.

—Old i x2+2xh+h2—x2_l_ 2xh + h?
=gUnd) =]y R =T

f+W)—fG) . (x+h)?—x7
A = lim ———

f1) = jimy A
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h(2x + h)
—=2x
h—-0 h

Polo tanto, f'(x) = 2x. Esta formula podese utilizar agora para calcular a derivada en calquera
punto, sen mais que substituir na derivada. Por exemplo,enx =1, f'(1) =2 -1 = 2.

2.4 Derivadas de orde superior

Dada a funcién derivable, f(x), pédese calcular a sta derivada, f'(x) que é & sla vez unha nova
funcion. Se f'(x) tamén é derivable, pddese calcular a stia derivada. A esta nova funcion, & derivada
da derivada, chamaraselle derivada segunda e denotarase f''(x). A derivada da derivada segunda,
sera a derivada terceira e denotarase f'"'(x), e asi sucesivamente.

2.5 Taboa de derivadas

Do mesmo xeito que no exemplo 2.3.1, podemos obter a derivada de todas as funcions elementais.
Sen embargo, seria moi laborioso utilizar a definicién cada vez que queramos calcular unha derivada.
Por elo, elaborouse unha taboa de derivadas, que debedes memorizar, para obter a derivada de
calquera funcién sen necesidade de ter que recorrer continuamente a definicién de derivada.

Funciéns Derivada
Polinémicas
y=kkeR y =0

y=x y=1
y=x" y' =nx""1
Exponenciais
y=e y'=e*
y =a* y'=a*-Ina
Logaritmicas
y=Inx , 1
i
y =loggx p_ 1
~x-lna
Trigonométricas
y = sinx y' = cosx
Yy = CcOSs X y' = —sinx
y =tanx , 1
~ cos?x
y=arcsinx , 1
Y 1—x?
y = arccosx _, _ 1
V1 —x?
y=arctanx , 1
Y T i x

Exemplo 2.5.1: Calcule as derivadas das funcions y = 5,y = x5,y = 3* e y = logg x

° y=5;y’=0

e y=x5%y =5.x6"1D =5x%
o y=3%y ' =3%.1n3

o y=loggx;y =—

x-In8
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2.6 Regras de derivacion

Xa se cofiecen as derivadas das funciéns elementais. Agora vanse estudar algunhas regras de
derivacion que nos permitiran calcular a derivada das funcions que derivan das da taboa.

2.6.1 Regras para derivar sumas, produtos e cocientes

Derivada dunha constante por unha funcién, y = k - f(x)
Para derivar o produto dunha constante por unha funcién, s6 é necesario multiplicar a
constante pola derivada da funcion, é dicir, y' = k - f'(x)

Exemplo 2.6.1.1: Calcula a derivada da funcion f(x) = 5x7.

A funcion f(x) = 5x’ esta formada pola constante k = 5 e pola funcion g(x) = x”. A derivada
de g(x) = x” é g'(x) = 7x®, polo tanto, a derivada de f é f'(x) = k- g'(x) =5 - 7x® = 35x°

Derivada dunha suma ou unha diferenza de funciébns y = f(x) + g(x)

Para derivar unha suma (ou unha diferenza) de funciéns, hai que derivar cada un das funciéns
gue intervefien na suma (ou diferenza) e logo sumar (ou restar) as derivadas
correspondentes. E dicir, y' = f'(x) + g'(x).

Exemplo 2.6.1.2: Calcula a derivada da funcion f(x) = x? +vx
A funcién f é suma das funcions g(x) = x? e h(x) = +/x. Derivamos g e h:

o g'(x)=2-x%"1=2x (funcion da forma y = x™)

2 ’ 1 L 1 1 1 L,
e) h(X) =\/§=x2 - h (x) =E.x2 1 =E.x 2 =ﬁ(fun0|on daformayzxn)
1

Logo, aderivadade fé f'(x) = g'(x) + h'(x) = 2x + =

Derivada dun produto de duas funciéns y = f(x) - g(x)

A derivada dun produto non é tan inmediata como a dunha suma, xa que a derivada dun
produto non é o produto das derivadas, como se poderia esperar. A formula correcta é:

Y =) g@)+f(x)9'(x)
Exemplo 2.6.1.3: Calcula a derivada da funcion h(x) = x2 - v/x

No exemplo anterior vimos que a derivada de f(x) =x% é f'(x) =2x e de g(x) =+x é

g'(x) = % Polo tanto a derivada de h(x) é:

1
h'(x)=2x-Vx +x? —
(%) x-Vx+x N

Derivada dun cociente de duas funcions y = %,g(x) #0
f(x)

A derivada dun cociente, y = oL g(x) # 0, obtense mediante a formula:
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, ) -g) = f(x) - g'(x)
y = 2
(9(0)

sinx

Exemplo 2.6.1.4: Calcule a derivada da funcion h(x) =

x3
A derivada de f(x) = sinx € f'(x) = cosx e de g(x) = x3 € g'(x) = 3x2. Enton:
cosx - x3 —sinx - 3x?2 _ x% - (xcosx — 3sinx) __xcosx —3sinx

h'(x) = (x3)2 - X6 x4

2.6.2 Regra da cadea

A regra da cadea é sen dubida a regra mais importante das derivadas. Isto € asi porque se utiliza en
todas aquelas situacions nas que aparece unha funcién dentro doutra, € dicir, cando se ten unha
composicion de funcions.

Para derivar unha composicion de funcions da forma y = f(g(x)) hai que derivar a funcion f en
g(x) e multiplicar pola derivada g'(x). E dicir:

y = flg(x) y'=f'(g) g Q)
Exemplo 2.6.2.1: Derive a funcién y = (2x3 + x)8.

Esta funcién é composicion da funcién g(x) = 2x3 + x con f(x) = x8 Como se trata dunha
composicion de funcions, temos que utilizar a férmula (1) para derivala:

ffx)=8x"eg'(x)=6x2+1-y" =f"(g(x)) g’ (x) =8(2x>+x)” - (6x*+ 1)

Realmente a efectos practicos non € necesario utilizar a férmula textualmente, basta con darse conta
de cal é a funcién “principal’ e cal é a “secundaria”.

Exemplo 2.6.2.2: Derive a funcion y = v4x + 5.

A funcién “principal” é f(x) = +x e a stia derivada é f'(x) = % Neste caso, dentro da raiz non
esta x senén a funcién g(x) = 4x + 5, cuxa derivada é g'(x) = 4. Polo tanto, neste caso como a

p s P WS S N S
funcién que se ten é y = ,/g(x), a sUa derivada sera y = ® g' x) = T 4—\/4x+5

3. Aplicacion das derivadas a representacion de funcions.

3.1 Monotonia e extremos relativos

Das ideas que se estudaron no bloque anterior, a mais importante, € a de que a derivada dunha
funcién nun punto é a pendente da recta tanxente a gréfica da funcién nese punto. Utilizando esta
idea vaise estudar como crece ou decrece unha funcién (monotonia) e como se poden localizar os
seus maximos e 0s seus Minimos.
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3.1.1. Crecemento e decrecemento

Na ilustracion 3 representouse unha funcion crecente. Unha funcion é Y
crecente se, a medida que aumenta a x aumenta a y. E dicir: (b)

Unha funcién é crecente se para calquera a e b, tales que a<b - f(a) [
cumprese que f(a) < f(b).

Por outra banda, na ilustracién 4, a b X

representouse unha funcion ustracion 3: Funcién crecente
decrecente, é dicir, unha funcién na que, a medida que aumenta a x
diminde a y. Noutras palabras:

o) >~

a p >~  Unha funcion é decrecente se para calquera a e b, tales que a < b
X cumprese que f(a) > f(b).

llustracién 4: Funcion decrecente
Cando unha funcion é crecente (ou decrecente) en todo o seu dominio dise que € monétona.

Que ocorre coa derivada dunha funcion crecente ou decrecente? Y

f
Na ilustracion 5 debuxouse a recta tanxente nun punto dunha funcién
crecente. Observamos que a pendente de dita recta € positiva, polo (x>0

tanto, a sUla derivada tamén o sera. _%

r

Andalogamente, na ilustracion 6, a é pendente negativa e, este mesmo X
signo tera a sua derivada.

llustracién 5: Comportamento da
derivada dunha funcién crecente.

Entén, estudar o crecemento e decrecemento dunha funcién mediante a sUa derivada, consiste en
A

estudar o seu signo. f Y
Sexa f unha funcion derivable nos puntos do intervalo aberto (a, b):
' - 4 f' (x)<
e Se f'(x) > 0 paratodo x € (a,b), enton f é crecente en (a,b).
) . o
e Se f'(x) <0 paratodo x € (a,b), entdn f é decrecente en (a, b). s ~
X

Exemplo 3.1.1.1: Determina os intervalos de crecemento € justracion 6: Comportamento da
decrecemento da funcién f(x) = x% — 242 derivada dunha funcién decrecente.

En primeiro lugar, calculase a stia derivada: f'(x) =4 -x*1—2-2-x271 =4x3 — 4x

Queremos estudar o signo da derivada. A derivada € unha funcién continua en todo R, logo f'(x) s6
pode cambiar de signo nos puntos nos que se anula, é dicir:

ff{xX)=004x3—4x=0-4x(x*-1)=0-4x(x- D(x + D=0->x=0x=1,x=—-1

Imos estudar o signo nos intervalos nos que estes puntos dividen & recta:

Intervalos (—o,—1) (-1,0) (0,1) (1, 00)
Signo de f’ f'(-2)<0 f'(-05>0 f'(05 <0 f'2)>0
Conclusion f é decrecente f é crecente f é decrecente f é crecente
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Tamén poderemos utilizar un esquema como o

da ilustracion 7: T ‘ /! T —

F<0 4 F> o F<0 1 f>0

En calqueira caso, sempre deberemos redactar
as conclusions do seguinte xeito: llustracién 7: Esquema de estudo do signo da derivada

f € crecente en (—1,0)U(1, ) e decrecente en (—oo, —1)U(0,1).

3.1.2. Extremos relativos e absolutos: Maximos e minimos

Unha funcién alcanza nun punto un maximo relativo cando nese punto V'
toma o valor mais alto de todos os que se atopan preto del. Da mesma

maneira, unha funcién alcanza nun punto un minimo relativo cando (%)
nese punto toma o valor mais baixo de todos 0s que se atopan preto f(x)/

del. Nas ilustraciéns 8 e 9 debuxaronse duas funcions cun maximo e un
minimo relativo, respectivamente. Na grafica da ilustracién 8 o0 maximo
alcanzase no punto x,, porque para calquera outro punto x preto de x,
o valor f(x,) € maior (ou igual) que o valor f(x). Analogamente co I X X
minimo.

X

llustracién 8: Funcién cun maximo

Para precisar a idea de proximidade o que se fai € pensar nalgun A

intervalo (a, b) no que estea incluido o punto x,: Y

e ften un maximo relativo en x, se existe un intervalo (a, b), que \
contén a x,, no cal calquera punto x do intervalo, x € (a,b), . f{x,l\
verifica que f(xg) = f(x). f0¢)

e ften un minimo relativo en x, se existe un intervalo (a, b), que X X -
contén a x,, no cal calquera punto x do intervalo, x € (a, b), X
verifica que f(xo) < f(x). llustracién 9: Funcién cun minimo

Dito doutro xeito:

1
e Unha funcién ten un méaximo relativo se a funcion é crecente & >0 méaximo £’ <0
esquerda de dito punto e decrecente & dereita.
e Unha funcién ten un minimo relativo se a funcién é decrecente

llustracion 10: Esquema dun maximo

a esquerda de dito punto e crecente a dereita. ~ | __—
P .
Usarase a expresion extremos relativos para referirse a ambos, f'<0 minimo  f*>0
maximos e minimos. llustracién 11: Esquema dun minimo

Ademais de extremos relativos, unha funcién tamén pode ter extremos absolutos cando, en lugar de
ter en conta s6 un intervalo, se ten en conta todo o dominio da funcién.

e Unha funcién ten un maximo absoluto en x, se f(x,) = f(x) para todo x do dominio de
definicion da funcion (ver ilustracién 8).

e Unha funcién ten un minimo absoluto en x, se f(x,) < f(x) para todo x do dominio de
definicion da funcion (ver ilustracién 9).

Se unha funcion f, derivable nos puntos do intervalo aberto (a, b), alcanza un maximo ou minimo
relativo en x, € (a, b), entén f'(x,) = 0.
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Sen embargo, que a derivada valga 0 nun punto, non asegura que en dito punto haxa un extremo
relativo. A estes puntos chamamolos puntos criticos ou singulares.

Esta caracteristica proporciona un procedemento para estudar, de maneira conxunta, crecemento,
decrecemento e posibles extremos dunha funcién:

1. Calculamos a derivada da funcién, igualdmola a 0 e resolvemos a ecuacion resultante.

2. Estudamos o crecemento e decrecemento, mediante o signo da primeira derivada.

3. Escribimos os intervalos de crecemento e decrecemento € 0s maximos e 0s minimos, se
existen.

Exemplo 3.1.2.1: Estude os a monotonia e os puntos criticos da funcion f(x) = 3x°> — 20x3.
Como é un polinomio, é derivable en todo R.
Calculamos a derivada primeira, igualamola a O e resolvemos a ecuacién resultante

f(x)=3-5-x>"1-20-3-x371 = 15x* - 60x?

Sacamos
factor coman

f'(x) =0 - 15x* — 60x? = 0 ———— 15x?(x? — 4)

0_){ 152 =0->x2=0->x=0
X2 —4=0-x2=4->5x=42

Enton, hai tres puntos criticos, x =-2, x = 0 e x
ningunha das ddas cousas.

Estidase agora o crecemento e decrecemento /‘ T~ | T~ | _—

mediante o signo da derivada nos intervalos que
9 q fr>0 2 f'<0 0 f'<0 2 f'>0
determinan os anteriores puntos criticos:

llustracion 12: Esquema dos signos da derivada de f

2 que poden ser maximos, minimos ou

A vista do esquema anterior, podese concluir que en x = -2 hai un maximo relativo e en x = 2 hai
un minimo relativo, mentres que en x = 0 non hai maximo nin minimo.

Como o obxetivo final é debuxar a gréfica da funcion, sera necesario cofiecer, tamén, a coordenada
y dos maximos e minimos. Para calcular a coordenada y hai que substituir a x na funcion f:

o f(=2)=3-(-2)°"-20-(-2)%=64
e f(2)=3-2°-20-2%=-64

Entén, f é crecente en (—o0, —2)U(2, ) e decrecente en (—2,0)U(0,2). Ten un maximo relativo en
(—2,64) e un minimo relativo en (2, —64).

Por ultimo, aclarar que este calculo non permite cofiecer se 0s maximos e minimos son absolutos ou
non, para saber isto, necesitariase saber algo mais acerca da forma da gréafica da funcion.

3.2 Curvatura: concavidade, convexidade e puntos de inflexion

Os conceptos de concavidade e convexidade dunha funcién son dificiles de precisar formalmente,
pero moi faciles de comprender mediante un debuxo.
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Para que unha funcion sexa convexa debe ocorrer que, se Y

debuxamos unha corda que una dous puntos A e B da funcién,
os puntos da gréafica da funcién quedaran por debaixo dela (ver a4
ilustracién 13). Vese entdén que a grafica clrvase cara arriba. B

Para que unha funcién sexa céncava debe cumplir que, se ;
trazamos unha corda que una dous puntos A e B da funcién, os X
puntos da funcién deben quedar por encima dela (ver ilustracion jiustracién 13: Funcién convexa

14). Vese entdn que a gréfica curvase cara abaixo.

Y Unha funcion pode ser concava ou convexa en todo o seu
dominio, pero en moitas ocasions habera intervalos nos que a
funcion sexa concava, e outros intervalos nos que a funcion sexa
convexa. Isto é o que ocorre nas graficas dos debuxos
seguintes. Nestas gréaficas sinalamos, en vermello, o punto no
que, aproximadamente, a funcién cambia de concava a convexa,
X ou de convexa a cOncava. A estes puntos nos que a funcién
cambia a suUa curvatura, chamaselles puntos de inflexion.

/

llustracion 14: Funcion céncava

Sexa f unha funcion derivadable duas veces nun intervalo (a, b): Y
e Sef'"(x)>0paratodox € (a,b), f €convexaen (a,b).
e Se f"(x)<0paratodo x € (a,b), f € concava en (a, b).
Que ocorrera enton nun punto de inflexion? Nun punto de / X
inflexion hai un cambio de curvatura: de cdncava a convexa (ou
-
de convexa a concava). Polo tanto, o signo de f"'(x) cambia de céncava convexa

negativo a positivo ou viceversa. En calquera dos dous casos, |iustracion 15: Funcion concava e convexa
para cambiar de signo, hai que pasar por cero. Con mais precision:

Se f ten en x, un punto de inflexién, e existe a derivada segunda, enton f"'(x,) = 0.

E importante sinalar que o feito de que "' (x,) = 0 non é suficiente para que neste punto haxa un
punto de inflexién, é necesario que haxa cambio de curvatura.

Exemplo 3.2.1: Estude a curvatura e os puntos de inflexion da funcién f(x) = x3 — 6x?2.

Calculamos a derivada segunda, igualamos a 0 e resolvemos (para determinar os posibles puntos
de inflexién):

ff(x)=3-x31-6-2-x271=3x2—12x; f"(x) =3-2-x>"1—-12-1=6x- 12

12 -
f'"x)=0-6x—12=0-6x = 12—>x=?=2 concava convexa
N\ R
Estudamos o signo de f"' nos intervalos que x = 2 determina no f'<0 é f'>0

eixe X (|IustraC|on 16)- llustraciéon 16: Esquema do signo da segunda

derivada de f
Entén, hai un punto de inflexibn en x = 2, xa que hai cambio de curvatura. Temos que calcular a
coordenada y do punto: f(2) =23 —-6-2%2 = -16
En conclusion,f é concava en (—oo,2) e convexa en (2, ). Ten un punto de inflexion en (2, —16).
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3.2.1 Criterio da derivada segunda para maximos e minimos

O feito de que a derivada segunda sirva para estudar a concavidade e convexidade dunha funcién
fai que tamén se poida utilizar para determinar se un punto critico € maximo ou minimo.

Sexa f unha funcién cun punto critico en x = a, tal que f'(a) = 0:

e Se f"(a) > 0, enton f ten en x = a un minimo, con coordenadas (a, f(a)).
e Se f"(a) <0, entdon f ten en x = a un maximo, con coordenadas (a, f (a)).

O feito de que sb se necesite saber o sigho da derivada segunda no punto critico fai que este criterio
sexa facil de aplicar. Non obstante, existe un problema, se resulta f"(a) = 0, o criterio non
proporciona ningunha informacion sobre se o punto € maximo ou minimo. Neste caso, haberia que
acudir ao estudo do crecemento e decrecemento coa derivada primeira.

Exemplo 3.2.1.1: Estude os puntos criticos da funcion f(x) = x(6 - 2x)? utilizando a derivada
segunda.

Primeiro calculamos os puntos criticos, utilizando a derivada primeira.

Ten en conta que a funcion € producto de dias funcions, g(x) =x e h(x) = (6 — 2x)? cuxas
derivadas son g'(x) =1eh'(x) =2 (6 —2x)?> 1. (=2) = —4(6 — 2x) = —24 + 8x

fl(x)=1-(6—2x)%? +x-(—24+8x) =36 — 24x + 4x? — 24x + 8x% = 12x% — 48x + 36

+12 —(—4)+.(-4)2—-4-1-3
fl(x)=0->12x*>—48x+36=0—x*—4x+3=0->x = ( )“/(2) ={i

Agora calculase a derivada segunda: f”(x) =12-2-x271—48-1+ 0 = 24x — 48
E substitlense nela os puntos criticos:

e f"(3)=24-3-48=24>0,entdonenx = 3 hai un minimo.
e f"(1)=24-1-48=-24<0,entdn enx = 1 hai un maximo.

4. Estudo da grafica dunha funcion

Foise estudando, nesta e nas quincenas anteriores, conceptos que resultan Gtiles para analizar a
gréafica dunha funcién. A continuacién exponse un posible guién para este estudo.

Dominio de definicion

Cortes cos eixes

Simetrias

Monotonia e extremos relativos
Curvatura e puntos de inflexion
Asintotas

Representacion grafica

NooakwdE

Exemplo 4.1: Estuda e representa a gréfica da funcién f(x) = x* — 4x?

1. Dominio: Dom f = R por ser un polinomio; ademais, é continua en todo o dominio.
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2. Puntos de corte cos eixes:
=0-x=0-(0,0)
x2—4=0->x2=4->x=42-(-2,0),(2,0
e Eixe0Y:x=0-f(0)=0*—4-0%2=0-(0,0)
3. Simetrias: f(—x) = (—x)* —4(—x)? = x* —4x% = f(x) > f é par
4. Monotonia e extremos relativos:
Calculamos a primeira derivada: f'(x) =4 -x*1—4.2.x271 = 4x3 — 8x
Igualdmola a 0 para obter os puntos criticos:

f'(x)=0—>4x3—8x=0—>4x(x2—2)=0_>{

. EierX:y=O—>0=x2(x2—4)—>{

4x=0->x=0
x2-2=0-x2=2->x=+2

Estidase o crecemento e decrecemento nos ~___ _—7 | ™~ | —7
|

intervalos determinados por estes puntos <0 - o0 1~ <0
(ilustracion 17). Unha vez identificados os V2 F>0 0 V2
extremos realtivos obtemos a coordenada y de Justracion 17: Esquema da monotonia da funcién f
ditos puntos:

« f(2)=(VD) -4(V2) =4-4-2= -1
- (VD) =(V2) - 4(—VD) =442 = 4
e f(0)=0
Polo tanto, f é decrecente en (—, —v/2)U(0,v2) e crecente en (—v2,0)U(v2, »), ten un
maximo relativo en (0,0) e minimos en (—v2,—4) e (v2,—4).
5. Curvatura e puntos de inflexion:

Calculamos a derivada segunda e igualamola a 0 para obter os posibles puntos de inflexion:
f'(x)=4-3-x31-8-1=12x%>-8

f'(x)=0-12x> -8 =0 - 12x? = 8 - x? =£—>x2=z—>x=+ z
12 3 .3
Estidase a concavidade e convexidade nos intervalos  \_/ I ‘ /
determinados por estes puntos (ilustracién 18). 150

f'<0 >0

llustraciéon 18: Esquema da curvatura da funcion f
4 2
2 2 2 4 2 4 24 20
N -> —4<f>
3 3 3 9 3 9 9 9
2 2
f € convexa en <— ,— > ( oo) e cOncava en ( f f) ten puntos de inflexion en
2 20 2 20
<_ _,__>e< _,__>.
3 9 3 9
6. f non ten asintotas porque é un polinomio, pero ten ramas parabdlicas:

lim f(x) = 4+
X—00

lim f(x) =+
X—>—00

Calculamos a coordenada y dos puntos de inflexion.

@I-P

2
3
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7. Representacion gréfica:

3
2
1 ra -
Maximo
-5 -4 -3 -1 1 3 4 5
1
Punto de inflexidn
2 Punto de inflexion
S\
Minimo Minimo
=4

llustracién 19: Grafica da funcion f(x) = x* — 4x?
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llustracién 19: Gréafica da funcion f(x) = x* — 4x? Autoria: Elaboracion propia
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