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Exercicios autoavaliables

2
x“sex <0
1. Debuxa a gréfica da funcion f(x) = {x se 0 < x < 1 e calcula os limites da funcion en x = 0 e en

3sex>1
x=1.

2. Debuxa a grafica dunha funcién que tefia os seguintes limites no infinito:
lim f(x) =2e lim f(x)=-1
X—>00 X—>—00

3. Calcula os limites no infinito das funciéns das graficas seguintes:

a. b.

AN

N/ :

c d.
Y Y
/ N\ /\ X
4. Calcula os seguintes limites:
a. llm(7x2 - 2x + 2) . 2x%2-3x+1 X x2+3x+4
X2 b. }cl—lg o C. )lcl_rg (x2_2x+5)

5. Calcula os seguintes limites. Se non existe algun, calcula os seus limites laterais:

. X2 +x+1 . x%+x-8 . x2—-3x+2
a. lim c. lim e. lim
x——1 \x2—4x-5 x——3 \x2+x—6 x—2 \x2—4x+4
2 2 3
. X“—x—2 . x“—=3x+2 . x>—=3x-2
. 1m . m . m \—-——-—--
b. 1 d. 1 f. 1
x—2 \x2+x—-6 x—1 \x%2—4x+3 x—>—1 \x3+5x2+7x+3
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6. Calcula os seguintes limites nos que aparecen expresions irracionais:

. Ax—1+2 . Wx-2 . x2-1
. . c. lim——
a chl_rg x+3 b ,lcl_rﬂ x—4 x—1Vx+8-3
7. Calcula os seguintes limites de funciéns no infinito:
; x? . 2x%+2x+5
a. lim -—— c. lim(—————2x
x—00 X>+4x+5 X—00 x—-1
. 4 . 41
b. lim ——— d. lim (x2 _z )
x——o00 3x*+4x+5 X——00 x2+3
1
( —=sex<0
X
8. Debuxa a grafica da funcion f(x) ={ 1se0=<x <1 e estuda as stas descontinuidades nos

xsel<x<?2
—x+1sex=>2
puntos 0,1 e 2, xustificando a tla resposta mediante os limites laterais.

xsex <1

9. Estuda a continuidade da funcién f(x) = {1 sex>1
. >

10. Indica os puntos nos que as funcions seguintes son continuas e xustifica a tla resposta:

a. f(x)=3x2-2x+3 b. g(x) =sinx? c. h(x)= x3
) (x—1)(x+5)
x3+1sex<0

11. Estuda a continuidade da funcion f(x) ={1 —xse0<x <1

x%2sex>1

x3+1sex<0
12. Estuda a continuidade da funcion f(x) = Osex=20

1—x%2sex>0

13. Calcula as asintotas das seguintes funcions e fai un bosquexo da funcion:

a. fi)=x3+x2—x—-1 d. f4(x):x_21

_x1 o
b.ﬁ&)—ﬁT e fs(0) =52
C. ;(x)=17

L foln) = 2
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Solucions
x%sex <0()
1. Debuxa a gréfica da funcion f(x) ={xse 0 < x < 1 (2) e calcula os limites da funcionen x = 0 e
3sex>1(3)
enx=1.

Representacion:

(1) E unha parabola cuxo vértice é o punto (0,0). Dito
punto é o Unico no que a funcién corta aos eixes.
Facemos unha tdboa de valores tendo en conta o
dominio:

x -1 -2 -3

y 1 4 9

(2) E unha recta, facemos unha taboa de valores tendo
en conta o dominio e incluimos o 0 para saber onde
comeza e 0 1 para saber onde remata:

x 0 1

y 01

Observemos que o (0,0) non esta incluido nin en (Z)nin
en (2), polo que se representa como un circulo oco.

(3) E unha recta horizontal que sempre vale 3.

-3 =2 -1 0 1 2 3 4 5

Limiteenx = 0:
e Limite pola esquerda: 11151_ f(x) = 0.
X—

e Limite pola dereita: li%1+ f(x) = 0.
X—
Como os limites laterais existen e son iguais, lir‘% f(x)=0
X—

Limiteenx = 1:
e Limite pola esquerda: lir?_ f(x) = 1.
X—

e Limite pola dereita: lim f(x) = 3.
x-1+
Neste caso, ainda que os limites laterais existen, non son iguais, enton o limite lin} f(x) non existe.
X—

E importante ter en conta que & hora de calcular limites, non importa que a funcién estea ou non
definida no punto. Blscase o0 nimero ao que a grafica se aproxima, chegue ou non chegue.

2. Debuxa a grafica dunha funcién que tefia os seguintes limites no infinito:

lim f() =2 lim f(x) = -1
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3. Calcula os limites no infinito das funciéns das gréficas seguintes:

a. b.
Y

AN
N

lim f(x) = +ooy lir+n f(x) = —o0
X—+00

X——00

lim f(x) = oo y lim f(x) no existe
X——00 X—+00

4. Calcula os seguintes limites:

a. lim(7x% —2x+2) b lim 203041
x=2 ’ x—1 X242

a lim(7x* —2x+2)=7-22~2-2+2=26
X—

. 2x%-3x4+1  2:1°-3-1+1 0
b. lim = =-=0
X—1 X242 1242 3
(x2+3x+4) _ 2243244 14
x2—2x+5)  22-2245 5

¢ lim
X—2
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5. Calcula os seguintes limites. Se non existe algun, calcula os seus limites laterais:

. x%4x+1 . x%24x-8 . x2-3x+2
a. lim c. lim e. lim
x—>—1 \x2—4x-5 x—>—3 \x2+x-6 x—=2 \x2—4x+4
—x—2 . 2-3x+2 . 3-3x-2
b. lim ( Sl ) d. lim (x X ) f. Ilim (L)
x—2 \x24+x-6 x—1 \x2—-4x+3 x—>—1 \x3+5x2+7x+3
Denotaremos por (Ind) as indeterminacioéns.

a  lim (x2+x+1) __ (n%-1+41 1 too
T oxoo1 \x2-4x-5) T (-1)2-4(-1)-5 0
Facemos os limites laterais:

2
Limite pola esquerda: Substituimos x = —1,1 no denominador— lim (XZ +X+1) ==
X—>—1— \x2—4x-5 ot
Limite pola dereita: Substituimos x = —0,9 no denominador— lim (XZJ'—XH) = i_ = —
x——11T \x*—4x-5 0
. X“—X—-2 22 0 (x=2)(x+1) .o ox+1 241 3
g i (X2+X—6) 22+2 6 (I d) = ®hm 2 (x=2)(x+3) = T2 s

(1) Factorizamos os polinomios (tendo en conta que 2 é raiz e por iso os anula):

1 -1 -2 1 1 -6
2 2 2 2 6

1 1[0 |1 3]0

2

2 2
) x2+x—8 -3)2-3-8 -2
C hm( )——( ) =—=400
xo>—3 \x2+x—6 (-3)2-3-6 0

Facemos os limites laterais:

P o . . x%+x—8 -2
Limite pola esquerda: Substituimos x = —3,1 no denominador— llrg_( ) =
X—>—

—_ = —00
X2+x—6 o+

x?+x—8 -2
Limite pola dereita: Substituimos x = —2,9 no denominador— lim ( ) =—=+400

x——3+ \X?+x—-6 0~

2_ 2_q. — — —
d lim(x 3X+2):1 31+2——(I d)—@ll (x-1)(x-2) limx_z_g_ 121

x1 \x2—4x+3 12-4.1+3 51 (x-1)(x-3)  x-1x-3 1-3 -2 2
(1) Factorizamos os polinomios (tendo en conta que 1 é raiz e por iso os anula):

‘ 1 -3 2 ’ 1 -4 3
1 1 -2 1 1 -3
|1 -2] 0 |1 -3
e lim (X2—3x+2) _ 22-3.2+42 _ —(Ind) _ @hm (x—2)(x—1) _ limx;l _ 2-1 =l t» @
T xo2 \x2-4x+4 22-4-2+4 52 (x=2)2 Xo2X-2  2-2

(1) Factorizamos os polinomios (tendo en conta que 2 é raiz e por iso os anula):

1 -3 2 1 -4 4
2 =2 2

2
|1 -1] 0 |1 —2] 0

(2)Facemos os limites laterais:

Limite pola esquerda: Substituimos x = 1,9 no denominador— lim (;1) = Oi = —o0

X—2~ \X—2

Limite pola dereita: Substituimos x = 2,1 no denominador— lim (X;l) =1 = +oo

x-2+ \Xx—2
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. x3—3x-2 1)3-3-(-1)-2 x+1) (x%—x—2 . X% —x-2
£ llm( )— S S —(Id)—@l LaD(ox2) g, Kooz
x——1 x3+5x2+7x+3 (=1)3+5(-1)24+7(-1)+3 1(x+1)(x2+4x+3) T x5—1X2+4x+3

(-1)?-(-1-2 _ (x+1)(x—2) x=2\ _ -1-2 _ 3
(C12+4-(-1)+3 (1 nd) =@ = X_> 1(x+1)(x+3)) Xliml (x+3) T -1+3 2

@Factonzamos os polinomios (tendo en conta que -1 é raiz e por iso 0s anula):

1 0 -3 -2 1 5 7 3
~1 -1 1 2 ~1 -1 —4 -3
@1 -1 —ZM 1 4 3]0 |
~1 ~1 —1 -1 -3
—2|_| 1 3 [0]

6. Calcula os seguintes limites nos que aparecen expresions irracionais:

Vx—1+2 . Wx-2 x2-1
a. lim = b. }Cl_r)r}L oy C. }CIE}W 3
Denotaremos por (Ind) as indeterminacions.
li Vx-1+42 _ V5-14+2 _ 242 4 _ 1
& xl—rg x+3 543 543 8 2
_0 VX-=2 Vx+2 _ . X—4 T 11
g . =g (Ind) = ®1 D e Vxez @}41—{2 (x=4)(Vx+2) Im&e =3
@Mult/pllcamos polo conxugado para “eliminar” a raiz do numerador
@Simplificamos
. 0 xX?—1  Vx+8+3 _ (x? —1)(\/x+ +3) . (x*-1)(Vx+8+3) _
“ ;Lp/? 3 (I d) = ®h N xi5-3 Vxis+3 >1<l_r>r11 (Vx+8)°-32 }141_r>r11 x+8-9 B
@ lim EREDOTEE) iy 4 1)(VEFB+3) = 1+ 1)(VIFB+3) =26 =12
X—

(1) Multiplicamos polo conxugado para “eliminar” a raiz do denominador.
(2) Factorizamos e simplificamos.

7. Calcula os seguintes limites de funcions no infinito:

2

; x . 2x%+2x+5
a. lim ——— c. lim(——————2x
x—00 X>+4x+5 X—00 x—1
4 4
. x . x*-1
b. lim ———— d. lim (xz— )
x——o00 3x*+4x+5 xX——00 x2+3
Denotaremos por (Ind) as indeterminacions
2
. x? 002 3 . 2 = 0
a. lim = ——(Ind)—llm"—zllm e =—72—
X—00 X3+4X+5  0034+4.0045 x—oo X2 4X 5 x00 14 1+—s 1+0+4+0
B3 %3 x2 ' x3 002 003
4
. x* . (-x)* . x* i_ .
b.  lim = lim = lim = —(Ind) = llm 7 = lim <
X——00 3X*+4X+5 x—00 3(—=x)*+4(—x)+5 x—00 3X*¥—4x+5 3x7_4x, 5 X—00 3——+
T 3 x4
1 1 1 1
-2 3-2452 7 3-040 3
o0 o0 o0 o0
4 5 5
. 2x242X+5 . 2X%242x+5-2%2+2X . 4X+5 s N
¢ lim (——Zx):oo—oo(lnd)z lim = lim = lim & = lim & =
X—00 x—1 X—00 x—1 X—00 X— X—00 ——= X—00 1—=
X X X
5
4+ 440
r=—=4
1-X  1-0
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d. lim (x2 - X4_1) = lim ((—X)2 - (_X)4_1) = lim (x2 - X4_1) = o0 — oo(Ind) =

X——00 X2+3 X—00 (-x)%2+3 X—00 X2+3

3x2 1 1 1
. oxt3x?-xt+1 . 3x2+41 .tz .3tz 3t 340
lim ———— = lim = lim % =lim—%=—"%=—"=3
X—00 X“+3 x—00 X“+3 X—00 X_+i X—00 1+— 1+— 1+0

X2 %2 x? 00

1
-2 sex < 0

1se0<x<1(
| xsel<x<?2
\—x+1sex>2 O
puntos 0,1 e 2, xustificando a tla resposta mediante os limites laterais.

8. Debuxa a gréfica da funcién f(x) = e estuda as sUlas descontinuidades nos

Representacion:

(1) E unha hipérbola. Facemos unha taboa de valores tendo en conta o dominio:

1| 1| 1
x|-1|-2|-4|-8|-=|-Z|-2
2| 4| 8
1|11
yl1|=|=]|=2]|21]4]s 6
2 14 |8

(2) E unha recta horizontal que sempre vale 1.
@ E unha recta, facemos unha taboa de
valores tendo en conta o dominio e incluimos
0 1 para saber onde comeza e o0 2 para saber

onde remata:

x 1 1,5 2 J
y 1 15 2

Como o 1 non esta incluido en ningun dos
tramos, representadmolo como un circulo oco.
(#) E unha recta, facemos unha taboa de
valores tendo en conta o dominio e incluimos
0 2 para saber onde comeza:

X 2 4

y 2 =3

Descontinuidade en x = 0:

e Limite pola esquerda: Jirél— f(x) = +o0

e Limite pola dereita: lir(r)1+ fx) =1
X—

Enton, o limite de f(x) cando x — 0, non existe, e a funcion presenta en x = 0 unha descontinuidade
inevitable de salto infinito.
Descontinuidade en x = 1:

e Limite pola esquerda: Xll)r{l_ fx)=1

e Limite pola dereita: lir?+ fx)=1
X—
Entdn, existe o limite de f(x) cando x — 1, lin} f(x) = 1.
X—

Non obstante, non existe a funcion en x = 1, f(1). Polo tanto, a funcién presenta en x = 1 un punto
de descontinuidade evitable.
Descontinuidade en x = 2:

e Limite pola esquerda: XIL%‘_ f(x) =2
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e Limite pola dereita: 111;1+ fx) =—-1
X—
A pesar de que existen os limites laterais, son distintos. Polo tanto, non existe o limite 1in% f(x). Enton,
X—

en x = 2, a funcién ten unha descontinuidade inevitable de salto finito. A lonxitude do salto é 2 —
(-1) = 3.

o » xsex <1
9. Estuda a continuidade da funcién f(x) = % sex>1

Ambos anacos da funcién son continuos, por ser funciéns elementais continuas no seu dominio.
Queda por estudar a continuidade no punto x = 1 que € onde se pasa dun anaco ao outro.
e Limite pola esquerda: lim f(x) = limx =1
X-1" X-1

e Limite & dereita: lim f(x) = lim (1) =1=1
x—1F x-1 \X 1
Polo tanto, lin% f(x) = 1.
X—

Por outra parte, a funcion esta definida en x =1 e f(1) = 1 (este nUmero obtense substituindo na
parte da definicion da funcion na que esta o >).
10. Indica os puntos nos que as funcions seguintes son continuas e xustifica a tda resposta:

a. f(x)=3x?>-2x+3

E continua en todo R, por ser un polinomio.

b. g(x) =sinx?

E continua en todo R, xa que é composicion de dias funciéns, y = sinx e y = x> que a sta
vez, son funcidns continuas.

h(x) = —5—
¢ h(¥) = s
E un cociente de dous polinomios, que son funciéns continuas. Enton, € continua en todos os

puntos, excepto nos que anulan o denominador, que son 1 e - 5. Polo tanto, é continua en
R —{-5,1}.

x3+1sex<0
11. Estuda a continuidade da funcion f(x) ={1 —xse0<x < 1

x’sex>1

Os tres anacos da funcion son continuos, por ser funcions elementais continuas no seu dominio.
Podemos asegurar, logo, que f(x) é continua en R — {0,1}. Queda por estudar a continuidade nos
puntos x = 0 e x = 1 que € onde se pasa dun anaco a outro.

Continuidade en x = 0:

e Limite pola esquerda: lim f(x) = lirr(l)(x3 +1)=0+1=1
x—->0" X—
e Limite & dereita: lim f(x) =lim(1-x)=1-0=1
x—-0% x—0
Os limites laterais coinciden, polo tanto, lin(q) f(x) = 1.
X—
Por outra parte, a funcion esta definida en x = 0 e f(0) =1—-0= 1 (este nimero obtense

substituindo na parte da definicién da funcién na que esta o x = 0).
En conclusion lin(l) f(x) = f(0) e, como consecuencia, a funcion é continua en x = 0.
X—
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Continuidade en x = 1:
e Limite pola esquerda: lir?_ f(x) = lin}(l -x)=1-1=0
X— X—
e Limite & dereita: lim f(x) = limx®> =1%2=1
x-1t x—1
Os limites laterais son distintos, polo tanto, non existe o limite lirr% f(x). Como consecuencia, f(x) ten
X—

unha descontinuidade inevitable de salto finito en x = 1. A lonxitude de saltoé 1 — 0 = 1.
Concluimos que f(x) é continua en R — {1}.

x3+1sex<0
12. Estuda a continuidade da funcion f(x) = Osex=0

1—x%sex>0

A funcion é continua en R — {0}. Imos estudar a continuidade no punto x = 0 que € punto no que se
pasa dun anaco a outro.
Continuidade en x = 0:

e Limite pola esquerda: Jim f(x) = }l{i_r)r(l)(XB +1)=0+1=1

e Limite & dereita: lim f(x) =lim(1—-x2)=1-0%2=1
x-07t x—0
Os limites laterais coinciden, polo tanto, lir% f(x) = 1.
X—

Por outra parte, a funcion esta definida en x = 0 e f(0) = 0 (este numero obtense collendo o valor

indicado como x = 0).

Logo, lirrg f(x) = 1 # f(0) = 0 e, como consecuencia, a funcién ten unha descontinuidade evitable en
X—

x = 0. A descontinuidade se “solucionaria” cambiando o valor de f(0) por 1.
13. Calcula as asintotas das seguintes funcions e fai un bosquexo da funcion:

Denotaremos por (Ind) as indeterminaciéns.
a fix)=x3+x2-x-1
Non ten asintotas porque € unha funcién polindmica, ten ramas parabdlicas:
lim f; (x) = o
X—00

Xl_i)r_rl00 fi(x) = —o0
6 7 5
4 4
2 2
-4 -2 0 2 4 EVRREE” & 2
-4 —4
-6 -6
N/ l

Bosquexo da funcién fi(x) =x3+x?—-x—1  Gréfica da funcion f; (x)
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b. f2(x) = 5=
x?+1=0-x%=-1-x=+vV—1non é un nimero enteiro, entébn Dom f, = R
Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): non ten porque non hai ningan punto que anule
o denominador.
Asintotas horizontais (son da forma y = a,a € R):
X 1 1 1 1 1 1 1
Z 32 T2 otz ot 0+0
2 2 2
hmfz(x)——(lnd)—hm X = im XX =2 ®T 0 B =
xX—00 X 1 X—>001+l 1+i 1+l 1+O
x? ' x2 x2 002 00
Como o limite a infinito € 0 (un nimero), deducimos que y = 0 € unha asintota horizontal.
Imos estudar se a funcion (f,) esta por enriba ou por debaixo da asintota (f,):
100-1
f,(100 ———00099 ., , . .
{ 2(100) 1002+1 ’ - f,(100) > f,(100) -»A funcion est4d por enriba da asintota
f4(100) = 0
cando x — oo,
—-100-1
f,(=100) = ———=—0,01 ., , .
2( ) (-100)?+1 - f,(—100) < fo(—100) »A funcion esta por debaixo da
fA(—=100) = 0
asintota cando x —» —oo.
Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n): non ten, porque ten asintota horizontal.
™ ™
| 10
8 i
; 8
6 |
: 6
4 :
3 4
2 : 2
Y. 0 \’..) Y= 0
&~ o -
-6°% -4 2 0 2 4 6 -6 0 2 4 6
- _2
-4 -4
-6 | -6
-8 -8
Bosquexo da funcién f,(x) = 2+11 Grafica da funcion f,
+1
c. fs(0) =15

x—1=0-x=1-Domf; =R—{1}.

Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos o limite en 1 que é o punto que
anula o denominador.
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2
limf;(x) = 0= oo

x-1

Enton, x = 1 € unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais para poder bosquexala.

2

Limite pola esquerda (substituimos x = 0,9 no denominador): lil'{l_ f3(x) = ==
X—
Limite pola dereita (substituimos x = 1,1 no denominador): hr% f3(x) = 0% = 400
X—

Asintotas horizontais (son da formay = a,a € R):

lim f,(x) = — (Ind) = I §+%—1' 1+%—1+é—1+0—
00 = ) = i 1= 1T 110
X X X [oe}

Como o limite a infinito € 1 (un nimero), deducimos que y = 1 é unha asintota horizontal.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n): non ten, porque ten asintota horizontal.

8 k g]
6 E X =1 6 E =11
4| : 4
=1 2 E =1 2 i
IIIIE..YIIIIIIIIIIIIIIIII!IIIIIIIIII..IﬁI IIIIIII¥IIIIIIIIIIIIIIlIl!lIIIIIIIIIIIIIIIIII
6 4 20| :2 4 6 f2 4 6
) :
"t
Bosquexo da funcion f5(x) = = Grafica da funcién f;(x)
d. fiw) =2

x+1=0->x=-1-Domf, =R—-{-1}.

Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos o limite en —1 que € o punto que anula
0 denominador.

_ 1
Xll)rzll f,(x) = 0= too

Enton, x = —1 € unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais para poder bosquexala.
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L L . . 1
Limite pola esquerda (substituimos x = —1,1 no denominador): llrri f,(x) = ==
X—>—1"
L. . L . . 1
Limite pola dereita (substituimos x = —0,9 no denominador): lmi+ fa(x) = 55 = +o0
X—>—

Asintotas horizontais (son da formay = a,a € R):

XZ
= lim = = = 00
X—00 1 1 14+0
1+§ 1+5

(0]
bim 300 = o5 (nd) = Jim 5%
X

=

Como o limite a infinito é oo, deducimos que non ten asintotas horizontais.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n):

XZ XZ
f,(x 2 00 ) 1 1 1
m = lim () = 1imM= lim = —(Ind) = lim == = lim = =
x—0 X x—0 X x»w0x2 +X 00 x—ow X2 X x—>001+1 1+l 1+0
2ty X %
=1
Como m # {0, oo} ten unha asintota oblicua. Calculamos n:
= lim (£ im (1) = Ind) = lim X X iy X
n= e mm = T L T e = e T T
X
I X I -1 -1 -1 |
= 11m = 11m = = = —
X 1 xhwy 1 7 1 140
X+X 1+X 1+

y = x — 1 é unha asintota oblicua de f,(x). Imos estudar se a funcion (f,) esta por enriba ou por
debaixo da asintota (fy ):

1002
f,(100) = 10041 99,01 - £,(100) > f,(100) —A funcién esta por enriba da asintota cando x —
f4(100) = 100 — 1 =99

(0]

-100+1 - f,(—100) < f,(—100) —A funcién esta por debaixo da asintota

fa(—=100) = -100—-1 = —101
cando x » —oo,

_ 2
§f4(—100) = 19 _ 101,01
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Grafica da funcién f,

2
Bosquexo da funcion f,(x) = X’i_l
x3-2

e. fs(x)= o1

x?—4=0->x*=4->x=+V4=42->Domf; = R—{+2}.

Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos o limite en 2 e —2 que son 0s puntos
que anulan o denominador.

lim f5(0) = 2 = +
m s(X) = o - Too

Entén, x = —2 é unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais para poder bocexala.

Limite pola esquerda (substituimos x = —2,1 no denominador): lirr%_ fs(x) = _0—1+0 = —o00
X—>—

-10 _

Limite pola dereita (substituimos x = —1,9 no denominador): lirr%+ fs(x) = = = +o0
X—>—

) 6
lim f5(x) = 2 = oo

Entén, x = 2 é unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais para poder bosquexala.

Limite pola esquerda (substituimos x = 1,9 no denominador): lirgx_ fs(x) = Oi_ = —o0
X—

Limite pola dereita (substituimos x = 2,1 no denominador): lir£1+ fs(x) = 0% = 400
X—

Asintotas horizontais (son da formay = a,a € R):

x3 2 « 2 - 0
: o » e X2 X2 0T x2 T T2 -0
Jim f500 = 2 (nd) = lim *2 4_)152’01___1_i_1—0_°°
xZ  x2 x? o0
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Como o limite a infinito é oo, deducimos que non ten asintotas horizontais.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n):

fs (%) — 3_2 L 1-%2 1-2
X X2 _ 4 X = o <3 %3 T3 T 03
m = lim = = lim X2=% = |im =—(Ind) = lim % = lim X = -
x—0o X x-0o X x>0 X3 —4X 0 x>0 X3  4X x—o 4 4
33 -7 1-43
x3 X X 0
_1-0_,
T
Como m # {0, oo} ten unha asintota oblicua. Calculamos n:
_  (x3-=-2 Cox3-2-x3+4x
n = lim (f;(x) — mx) = lim —1:-x) =0 —0(Ind) = lim
X—00 X—00 Xz— X—00 X2—4
. 5 4x 2 4 2 4 2 00
o X—a o %2 %2 X x2_ o 2 _0-0 "
S TRk _4 A 4T 4 10 "
Xz xZ xZ 02

y = X € unha asintota oblicua de f5(x). Imos estudar se a funcion (f;) esta por enriba ou por
debaixo da asintota (fy):

1003-2
f5(100) = 1002-4 100,0398 _, fs(100) > f4(100) —A funcién esta por enriba da asintota cando
f4(100) = 100
X — 00,
-~ _ (-100)%-2 B
{fS( 100) = (-100)2—4 100,04 _, f-(—100) < f,(—100) »A funcién estd por debaixo da
fo(—100) = —100

asintota cando x —» —oo.

= -:% EX = 2 ..o'..
01 2

P51
-10 -5 0 5 10
&
o
o’.“’ §_5
‘...’ E
- n u
Sy=x i :
* - "
g4 So| i
n’.’ ig k
., 3-2 Afi i6
Bosquexo da funcién fs(x) = = Grafica da funcion fs
X2—4

Péaxina 14 de 16



EX XUNTA CONSELLERIA DE CULTURA, IES SAN CLEMENTE
:*: DE GALICIA EgggéﬁboN&fgtmﬁ%ggDADEs Plataforma educativa da formacién a distancia
www.iessanclemente.net
X3
L) = 2

x2-1=0-x*=1->x=+V1=+1-Domf, = R—{+1}.

Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos o limite en 1 e —1 que son 0s puntos
gue anulan o denominador.

lim f,(x) = — =+
Jlim f() = — =+
Entén, x = —1 é unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais para poder bosquexala.

Limite pola esquerda (substituimos x = —1,1 no denominador): liml_ fo(x) = ;—i = —00
X—>—

Limite pola dereita (substituimos x = —0,9 no denominador): ““i+ fe(x) = 0—_1 = 400
X—>—

] 1
ll_r)l} fG(X) = 6 = iOO

Enton, x = 1 € unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais para poder bosquexala.

1

Limite pola esquerda (substituimos x = 0,9 no denominador): lir?_ fo(x) = ==
X—
Limite pola dereita (substituimos x = 1,1 no denominador): lir{1+ fo(x) = 0% = 400
X—

Asintotas horizontais (son da formay = a,a € R):

w

X
2
£ = lim = = =

€ X500 4 1 1 1-0
X X

(0]
bim £ = 53 (nd) = lim 7

x2

Como o limite a infinito é oo, deducimos que non ten asintotas horizontais.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n):

X3 X3
fo (x 2—-1 x3 0 3 1 1
m = lim 6 = lim X2=1 — |im =—(Ind) = lim ==X = lim =
x—0 X x—0 X x-0X3 —xX 00 x>0 X3 X X-00 4 1 1 1
3 x3 -~ x2 "~ 02
="
Como m # {0, oo} ten unha asintota oblicua. Calculamos n:
= lim (f = li k)= Ind) = lim XXy X
n =Gy —m) =g\~ b= elnd) = i = ey
X 1 1 0
. x2 . - ) - -
_il—{?oxz _>11—>I£101 1_1 1 _1_0_0
X2 X2 X2 02
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y = X € unha asintota oblicua de fy(x). Imos estudar se a funcién (f;) esta por enriba ou por
debaixo da asintota (fy ):

1003

fe(100) = Toor—1 — 10001 f¢(100) > f,(100) —A funcién esta por enriba da asintota cando
fA(100) = 100
X — 00,
B _ (-100)3 _
fo(=100) = (-100)2-1 100,01 - fg(—100) < f,(—100) A funcibn estd por debaixo da

fo(—=100) = —100
asintota cando x —» —oo.

X =-1

lﬁllllmlllwﬁwlll
EEEEEEEEE ---H

--1\-:-
"
0..
*

o -10-8 6 4 292 4 6 8 10
-10 -8 6 4 20| :2 4 6 oD

+

. .
o =
S=2
* " .
. .

.

L

=101 :
X3
x2-1

Gréfica da funcion f;

Bosquexo da funcion fy(x) =
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