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Exercicios autoavaliables

1. Calcula os seguintes limites:

a. lim 2! b. i x?-16 c. lim—==2
Toxo—2 X+2 ) xﬂ?2x2+3x_4 T x>2Vx+7-3
2. Calcula os seguintes limite no infinito:
. 4x%+3 . ox3-x2+1 . x?-1
a. lim > b. lim —; c. lim —-Xx
x—>oo 1—Xx x—>—00 X*+3x x—oo \ X+2

2_ 4
3. Estuda a continuidade da funcién f(x) = xxzflz.

4x—1sex <0
2
4. Estuda as descontinuidades da funcion f(x) =<1 + "T se 0 < x < 4, nos puntos 0 e 4.

9—xsex>4
5. Estuda a continuidade da seguinte funcion e se é descontinua nalgin punto especifica que tipo

de descontinuidade presenta:

1
——sex < -1

— X
f@) x+2se—1<x<4

2x%2 —26sex >4

3ax —1sex < -1
5—axsex>-1
7. Calcula as asintotas das seguintes funcions:
1 2
a. f(x)= b. g(x) =2 c. h(x)=

x—1 x+2

6. Calcula a para que a funcion f(x) = { sexa continua en R.

x%-x-2
x2—1
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Denotaremos por (Ind) as indeterminacions

1. Calcula os seguintes limites

. 3x+1
a. lim

x—>—-2 X+2
3x+1 3:-(-2)+1 -5
m = =— =400
x->-2 X+ 2 —2+2 0
Calculamos os limites laterais
3x+1 —5
Limite pola esquerda: Substituimos x = —2,1 - lim — =400
x->—=2" Xx+2 0
3x+1 -5
Limite pola dereita: Substituimos x = —1,9 —» lim =—=-
x—o—2+t x+2 0
Como os limites laterais son distintos non existe o limite lim 3xx:21.
x%2-16
b. x—>r£14. x2+3x—4
x2—16 (—4)%2 — 16
m =
x—-—4x%2+3x —4

T (4243 (-4 -4 Und)

Factorizamos os polinomios tendo en conta que —4 é raiz de ambos

1 0 -16 1 3 —4
—4 —4
|1 —4] 0 |1 —1
x?—16 C (x+H)(x—4) o ox—4 —8
e 3 —4 A G A D= k=1 =5 5
c. xlg\/m—3

x—2 2-2
im =
x>2yx+7 -3

W_gza (Ind)

Multiplicamos polo conxugado do denominador para “eliminar” a raiz
lim, x—2 Vx+7+3
X—’Z\/x+7 3 Vx+t7+3

(x — 2)(\/x +7+ 3)

(7 -3

x—>2

m(x -2)(Vx+7+3)

T xo2 x+7-9
(x—=2)(Wx+7+3)
m

X2 x—2

—lrrZL\/x+7+3=\/2+ +3=6
X—

4x%+3
a. lim >
x—oo 1—x

2. Calcula os seguintes limite no infinito
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4x% 3 3 3
L PN S S Tt 4o 440
lim S = 55 Und) = lim S5 = lim 5 T, - o0=1
pov o 21 x1
X X X o0
x3-x2+1
b. x——00 X*+3x
; x*—x*+1 () —-(=x)?+1_ —x*—x>+1 (Ind)
il +3x  xow (—x)*+3(—x) woe x* _3x "
x3 x? 1 1 1 1 1 1,1
= -x*+1 . TaTatia . Ty et Tt
lim = lim = lim =
x> x* —3x x-o  x*  3x xo0 g 3 1— 3
X* Xt %3 %
_—0-0+0
= -
c. i (x2—1 _ )
x1—>r§o x+2 x
y x?—1 P x?2—1-—x%-2x i —2x—1 T
— = 00 — OO0 = f— —_—
xl—tgz x4+ 2 * (Ind) xl—@ x+2 xl—zg: x+2 oo(n)
=l _zx_x_%_l _2_%__2_%__2_0_ 2
et §+Z -0 1+Z - 1+£ T 140
XX X )
- ., x%—x-2
3. Estuda a continuidade da funcion f(x) = ——.
Os posibles puntos de descontinuidade son aqueles que anulan o denominador:
x2-1=0-x2=1->x=+V1=141-Domf=R-{+1}
Recordemos que unha funcién f é continua nun punto, c, se lim f(x) = f(c)
xX—C
Enx =-1:
(—1)2—(—1)—2 x+Dx—-2) x—2 -3 3
li = —(Ind) = l — ===
Jim, f () —DZ-1 ( )= e+ Dx—1) ix—1 -2 2

(1) Factorizamos os polinomios, tendo en conta que —1 é unha das raices.

Polo tanto, o limite existe e é finito. Sen embargo, non existe f(—1)
descontinuidade evitable en x = —1, xa que esta descontinuidade podese evitar facendo que

f(=1) = lim f(x).

Enx = 1:

-1

1 -1 —2
-1 -1

1 0
-1

—1

1 —2\_1
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i _12—1—2_ 2_+
Imfe) == == %
Como o limite é infinito, f presenta unha descontinuidade inevitable de salto infinito en x = 1.

4x —1sex <0
2
4. Estuda as descontinuidades da funcion f(x) =<1 + "T se 0 < x < 4, nos puntos 0 e 4.
9—xsex>4

Neste caso, non podemos calcular directamente os limites en 0 e en 4, s6 podemos calcular os seus
limites laterais. Polo tanto, para que a funcién sexa continua en ditos puntos os limites laterais tefien
que coincidir entre si e tamén ca funcion, é dicir, f € continua en ¢ se lim f(x) = lim f(x) = f(c)
X—C X—-c™

Enx =0:

e Limite pola esquerda: lirgz_f(x) = lirré(4x -1)=4-0-1=-1

xX— xX—
e Limite pola dereita: lim f(x) = lim (1 + x—z) =1+ L 1
P " x>0t T x50 a) 4
Como lirg:_ f(x) # li%1+ f(x), non existe o limite lirréf(x). Ademais, ambos limites laterais son finitos
X X X—

(nimeros), polo que a funcidén presenta unha descontinuidade de salto finito en x = 0 e a lonxitude
desaltoé1—(—1) =2.

Enx =4:
P . . x? 42
e Limite pola esquerda: lim f(x) = lim (1 +—) =14+—=14+4=5
x4~ x4 4 4
e Limite pola dereita: lim f(x) =lim(9—x)=9—-4=5
x—4+ x—4
2
« fW)=1+T=5
Como lim f(x) = lim f(x), existe o limite limf(x)=5. Polo tanto, limf(x)=f(4) e en
x4~ x—4+ x—4 x—4
consecuencia f é continua en x = 4.
5. Estuda a continuidade da seguinte funcion e se é descontinua nalgin punto especifica que tipo

de descontinuidade presenta:

——sex < —1

— X
f) x+2se—1<x<4

2x2 —26sex >4

Podemos asegurar que f € continua en R — {—1,4} xa que esta formada por funcions elementais
continuas no seu dominio. Imos a estudar a continuidade en -1 e 4.

Neste caso, non podemos calcular directamente os limites en -1 e en 4, s6é podemos calcular os seus

limites laterais. Polo tanto, para que a funcién sexa continua en ditos puntos os limites laterais tefien

que coincidir entre si e tamen ca funcion, € dicir, f € continua en ¢ se lim f(x) = lim f(x) = f(c)
xX—C xX—>Cc~

Enx=-1:
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e Limite pola esquerda: lim f(x)= lim —==-—=1
x—-—1" x->—-1 X -1

e Limite pola dereita: lirrbf(x) = lim1(x +2)=-1+2=1
x—— xX——
¢ f-D=-==1

-1

Como lim f(x)= lim f(x), existe o limite lim f(x) = 1. Polo tanto, lim f(x) = f(—1) e en
x—>=1" x—-—1% x—-—1 x—-—1

consecuencia f é continua en x = —1.
Enx =4:

e Limite pola esquerda: liT flx) = lmi(x +2)=4+4+2=6
xX—4" g
e Limite pola dereita: liT+f(x) = lirg(sz —26)=2-42-26=6
X— g

e f(4) non existe

Como lim f(x) = lim f(x), existe o limite lim f(x) =6. Sen embargo, limf(x) # f(4) e en
x—4~ x—4+ x—4 x—4

consecuencia f presenta unha descontinuidade evitable en x = 4. A descontinuidade solucionariase
se lirrif(x) = f(4).
X—

3ax —1sex < —1

sexa continua en R.
S5—axsex>-1

6. Calcula a para que a funcion f(x) = {

Podemos afirmar que a funcién é continua en R — {—1} xa que esta formada por funcions polinébmicas
gue son continuas. Imos estudar a continuidade en x = -1 que € o punto no que cambia dun anaco
ao outro. Enton, para que f sexa continua en R a funcién en —1 ten que coincidir co limite cando

x = 1, édicir, f(-1) = lim_ f(x) = lim_f(x).
x——1" x—>—1*
e f(-1)=5-a-(-1)=5+a
e Limite pola esquerda: lirri_f(x) = lim1(3ax —1)=3a-(-1)-1=-3a-1
x—- xX——

e Limite pola dereita: lirr%f(x) = lim1(5 —ax)=5—-a-(-1)=5+a
X—>— X——

Enton, f é continua en x = —1 se:

6 3
—3a—1:5+a—>—3a—a=5+1—>—4a=6—>a=_—4=—§

7. Calcula as asintotas das seguintes funcions:
1
a. f(x)= 1

x—1=0->x=1->Domf=R-{1}.

Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos o limite en 1 que € o punto
gue anula o denominador.

_ 1
lim f(x) = 5= oo

Entén, x = 1 é unha asintota vertical. Calculamos os limite laterais:
Limite pola esquerda (substituimos x = 0,9 no denominador): lir{z_ flx) = Oi_ = —0o0
X—
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Limite pola dereita (substituimos x = 1,1 no denominador): liql+ f(x) = 0% = 400
X—

Asintotas horizontais (son da forma y = a,a € R):

1 1 1 ,
- L 1 1
lim f(x) = —(Ind) = lim ==~ T = lim X - - =0

X—00 0 x—oo X X—00 1
X X X

Como o limite a infinito € 0 (un numero), deducimos que y = 0 é unha asintota horizontal.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n): non ten, porque ten asintota horizontal.

2
b. g() =35

x+2=0->x=-2->Domg=R—-{-2}.
Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos o limite en —2 que € o punto
que anula o denominador.

A () =g =%

Entén, x = —2 é unha asintota vertical. Imos calcular os limite laterais:

Limite pola esquerda (substituimos x = —2,1 no denominador): lirr% glx) = Oi_ = —0o0
x—=2"

Limite pola dereita (substituimos x = —1,9 no denominador): lirr;+ gx) = 0% = 400
x——

Asintotas horizontais (son da forma y = a,a € R):

(0]
lim g(x) = —(Ind) = lim
X—00 (00] X—00

Como o limite a infinito é oo, deducimos que non ten asintotas horizontais.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n):

) x2+1 2 41 x? 1 1+1
X ¥+ ) X+ o] Y2 T2 )
m=limg—=limu=lim = —(Ind) = lim xz X~ — lim X
x—0 X X—00 X x—>oox2-|-2x [e') x—00 X 2x x—>001 2
2tz T3
X X X
1
_14'5_1+0_1
T2 1+0
1+5

Como m # {0, 0}, g ten unha asintota oblicua. Calculamos n:

T2 = o0 — oo(Ind) = lim

x%+1 ) x> +1—x%-2x
—1-x
xX—00 x+2

n = lim(g(x) —mx) = lim <
X—>00 X—00
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1 2x 1 1
o 1-2x x X _ X A _w 2 _0-2
= lim = —(Ind) = lim = lim = =-2
x-0 X + 2 x—>00£+g x—>001+g 1+£ 1+0
X X X )

y = x — 2 € unha asintota oblicua de g(x). Imos estudar se a funcién (g ) esta por enriba
ou por debaixo da asintota (g, ):

100%2+1
{g(lOO) =101 _ 98,05

94(100) =100 —2 =98
candox — o

- g(100) > g,(100) —A funcién esta por enriba da asintota

(-100)2 +1_
9(=100) = Toorz 102, 05 - g(—100) < g,(—100) —A funcién estéa por debaixo da
ga(—=100) = =100 — 2 = —102

asintota cando x —» —oo.

C. h(x) _x —x12

x?-1=0->x>=1->x=+V1=41->Domh=R-{+1}.

Asintotas verticais (son da forma x = a,a € R): calculamos os limites en 1 e —1 que son
0S puntos que anulan o denominador.

12 -1-2 2
llmh(X) —ﬁ 6=i00

Entén, x = 1 é unha asintota vertical de h. Imos calcular os limite laterais:

2

Limite pola esquerda (substituimos x = 0,9 no denominador): liqz_ h(x) = =5z =+
x—
Limite pola dereita (substituimos x = 1,1 no denominador): liqgf h(x) = —O% =—»
xX—

_ _(—1)2—(—1)— B x+Dx-2) = x—-2 —-1-2
Jim hC) = ——yr (I D= lim e+ Da-1)  hx—1 —1-1
=3 3
)

(1) Factorizamos os polinomios, tendo en conta que -1 é unhas das suas raices:

1 -1 —2 1 0 —1
-1 -1 -1 -1
|1 -2 |1 -1

Como o limite é finito, x = —1 non é unha asintota vertlcal de h.

Asintotas horizontais (son da forma y = a,a € R):

. 2
lim h(x) = — (Ind) = lim ¥ X=X _ pjpy — X X% _ - —1
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Como o limite a infinito € 1 (un nimero), deducimos que y = 1 € unha asintota horizontal.

Asintotas oblicuas (son da forma y = mx + n): non ten, porque ten asintota horizontal.
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