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POLINOMIOS E ECUACIONS

1. Polinomios. Factorizacion

1.1 Concepto de polinomio e operacions

Un polinomio € unha expresion alxébrica formada pola suma ou resta de varios monomios non
semellantes que se lles chaman termos. O grao dun polinomio € o maior dos graos dos monomios
gue o forman(recordade o grao dun monomio é a suma dos expofientes das variables). Chamase
termo independente ao monomio sen parte literal. O coeficiente a parte numérica de cada termo.

Un polinomio nunha variable x ten unha expresién xeral da forma:
P(x) = apx™+ ap_1x" 1+ -+ a;x +a,

O seu grao € n e o termo independente a,,.

Exemplo
Sexa o polinomio P(x) = 3x* +2x?> —x+5

E un polinomio de grao 4. Os termos que o forman son: 3x* de coeficiente 3 e grao 4, 2x? de

grao 2 e coeficiente 2, —x de grao 1 e coeficiente -1, e 0o nimero 5 que é o termo
independente.

Suma, resta e multiplicacion de polinomios

Para sumar ou restar polinomios simanse ou réstanse 0os monomios semellantes e deixase
indicado o resto das operacions.

Para multiplicar dous polinomios multiplicase cada monomio do primeiro por todos 0s monomios do
segundo, e despois agripanse os monomios semellantes.

Exemplo

Efectlia as seguintes operaciéns cos polinomios: P(x) = 2x* —3x%, Q(x) = 4x?—2x+8,
R(x)=x-1

a)P(x) —Q(x) +R(x) = 2x* —3x2 — (4x* —2x+8 )+x—-1=2x*—7x*>+3x-9
b) P(x) - Q(x) = (2x* —3x2) - (4x? — 2x + 8) = 8x® — 4x° + 16x* — 12x* + 6x3 — 24x? =

= 8x% — 4x° + 4x* + 6x3 — 24x2
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Division de polinomios: regra de Ruffini
A regra de Ruffini € un procedemento para dividir dous polinomios cando o divisor é un binomio da
forma (x + a) ou (x — a), sendo a un numero enteiro. Vexamos o procedemento cun exemplo.

Exemplo

Divide por Ruffini o polinomio P(x) = 4x3 — 15x + 5 entre (x + 2)

1. Col6canse nunha Caixa soamente os coeficientes, ordenados de maior grao a menor, se
falta algin pofiemos un cero e coldcase o termo independente do divisor cambiado de signo.
4 0 -15 5

-2

2. O primeiro coeficiente o baixamos e despois multiplicase polo termo independente do
divisor cambiado de signo e se lle suma ao seguinte coeficiente, repitese o procedemento
ata chegar o ultimo coeficiente.

-2 -8 16 -2
4 -8 1 3=>Resto

3. Os primeiros numeros que aparecen na fila dos resultados correspondense aos coeficientes
do cociente. Este sempre é un polinomio dun grao menor co dividendo.

Cociente: 4x%2 —8x + 1

4. O resto é o ultimo nimero, 0 seu grao é cero = Resto=3

Valor numérico e teorema do resto

Chamase valor numérico dun polinomio ao valor que se obtén ao substituir a variable por un

numero. Por exemplo sexa P(x) = 2x2 — 3 calcular o seu valor numérico en x=4, seria P(4) = 2-

16 —3 =29

Teorema do Resto

“O resto de dividir un polinomio P(x) por o binomio (x —a) coincide co valor numérico de dicho

polinomio para x = a”

Demostracion

Ao dividir P(x) entre (x — a) obtemos un cociente C(x) e un resto R, que é un niumero pois 0 seu

grao a de ser menor co do divisor que ten de grao un. Se aplicamos a proba da division obtemos:
P(x)=C(x)(x—a) +R

Se substituimos x pora = P(a) = C(a)(a—a) + R = P(a) = R, valor numérico igual a R
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Exemplo 1

Dado o polinomio P(x) = x? — 1 calcula o valor numérico en x = 3. Comproba que coincide co
resto da division entre x-3.

Calculamos o valor numérico de P(x)no3 = P(3) =32-1=38
Calculamos a divisién por Ruffini
1 0 -1

3 3 9

1 3 8 = Resto=8, valor numérico e resto coinciden
Exemplo 2
Calcula o valor de K para que o resto da seguinte divisién sexa 4
(x3 4+ kx? —3x—8):(x — 2)

A féormula mdis rapida é sinxela é aplicando o teorema do resto, o que nos pide € que o valor
numeérico en 2 sexa 4, substituimos por 2 o valor da variable

5
23+k22—3-2—8=4:8—4k—6—8=4=~k=5

1.2 Factorizacion dun polinomio. Raices dun polinomio

Chamase raiz a dun polinomio, cando o valor numérico en a é nulo isto € P(a)=0. Polo que as
raices coinciden cas soluciéns da ecuacién P(x)=0. O niumero de raices dun polinomio € menor o
igual 0 seu grao. Se os coeficientes dun polinomio son nimeros enteiros as slas raices enteiras
son os divisores do termo independente. Na unidade de funcidons verase que nunha funcion
polindmica estas raices coinciden cos puntos de corte co eixe OX.

Exemplo 1

Dado o polinomio P(x) = x® — 4x? + x + 6, comproba se os valores x=-1, x=2 e x=3 son raices.
Temos que calcular o valor numérico e deberd ser cero:

P(-1D)=(C-1)3%-4(-1)%?-1+6=0

P(2)=(2)2-4()?*+2+6=0

P3)=(3)3%-4(3)2+3+6=0
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Factorizar un polinomio é expresalo coma produto de polinomios do menor grao posible. Para
factorizar un polinomio utilizamos diversas técnicas:

Extraer factor comuin: se todos os termos do polinomio tefien un divisor comun, escribimos o
polinomio orixinal coma produto do factor comin e o cociente da division de P(x) entre o
factor.

As igualdades notables: se o polinomio a factorizar e de grao 2 podemos preguntarnos se
se corresponde o desenrolo dunha identidade notable.

Recordemos cales era:

(a +b)? =a?+b?+ 2ab

(a —b)? =a?+b?—2ab

(a=b)(a+b) =a?—b?

Ecuacions de 2° grao: se o polinomio é de grao 2 e non é unha identidade notable, tamén
podemos igualalo a cero e resolver a ecuacion.

Regra de Ruffini: buscaremos as raices do polinomio, calculando a division e buscando
aqueles numeros enteiros que fan o resto cero.

Exemplo 1
Factoriza o seguinte polinomio P(x) = x5 + x* — 17x3 + 15x?

1. Calculamos os divisores do termo independente. Se o0 polinomio non ten termo
independente, sacamos factor comdn, a maior potencia de x posible.

2. Temos que calcular as raices. Para comprobar que a sexa raiz de P(x) realizamos a
division por Ruffini entre (x — a) se o resto é cero a é unha raiz.

P(x) = x° 4+ x* —17x3 + 15x2 = x2(x3 + x?2 — 17x + 15)

Divisores de 15= {+1, +3, +5, +15}

1 1 17 15
1 1 2 -15
1 2 15 0
3 3 15
5 0
-5 -5
1 0

3. Raicesson 1, 3, -5, e 0, este ademais dise que é unha raiz dobre, asi que a sta
descomposicion factorial é:

Ao chegar ao polinomio de grao dous poderiamos resolver a ecuacion de segundo grao en
lugar de seguir polo método de Ruffini.

P(x) =x%(x —1)(x —3)(x + 5)
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Non sempre se vai poder factorizar todo o polinomio, isto €, non en todos os polinomios o himero

de raices coincide co grao, vexamos un exemplo.

Exemplo 2
Factoriza o seguinte polinomio Q(x) = x3 — 3x? + 4x-12
1. Calculamos os divisores do termo independente, e aplicamos Ruffini para atopar as raices,

o resto debera ser cero.
Divisores de 12= {+1,+2,+3,+4,+6,+12}

1 -3 4 -12
3 3 0 12
1 0 4 0

Non atopamos mais raices enteiras se o pofiemos en forma de polinomio o cociente é x? + 4
2. Por ser de 2° grao pbédese facer a ecuacion e comprobar se ten ou non ten solucion real asi

comprobar que non tifia mais raices.

Polo que a sta descomposicién factorial neste caso é:

Q(x) = (x=3) (x* +4)

2. Fraccions alxébricas

Unha fraccion alxébrica € unha division indicada de polinomios onde o denominador é sempre de

grao distinto de cero.

P(x)
Q(x)
Exemplo
., L. x%-1 4 x3-x-2
Son fraccion alxébricas: , —, ———
x+3 " x-2 x*-2

As fraccion alxébricas se comportan de forma similar as fraccidn numéricas, asi que temos que
saber simplificalas e operalas; suma e resta, multiplicacion e divisién.
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Simplificar fraccions alxébricas

Para simplificar fracciéns alxébricas, descompoéfiense denominador e numerador como produto de
factores ireducibles e eliminanse os factores comuns.

Exemplo

x3+4x%+4x  xS+x*—17x3+15x2
x2—4 ! x3—-4x243x

Simplifica

Temos que descompofier numeradores e denominadores

xP+4x? +4x  x(x*+4x+4) x(x+2)(x+2)  x(x +2)
x?—4 B x?—4 C (x=2)(x+2) x-—2

Neste caso o0 sacar factor comun a x no numerador , tanto este coma o denominador quedan
identidades notables, moito mais sinxelo que aplicar Ruffini.

x4+ x*—17x3 +15x2  x?(x—1)(x—-3)(x+5) x(x +5)
= = = x(x +5)
x3 —4x?% + 3x x(x—-3)(x—1) 1

O numerador o temos factorizado no exemplo anterior, 0 denominador sacamos factor comudn e
logo descompofiemos, aplicando Ruffini ou ecuacién segundo grao.

Suma e resta

Para sumar ou restar fraccions alxébricas reddcense a comun denominador e logo simanse ou
réstanse os denominadores. Vexamos 0 procedemento cun exemplo, recordemos previamente
como temos que facer para reducir fraccions a comian denominador.

Recorda: Para facer o minimo comuan mdultiplo de dous polinomios, descompofiemos en factores
primos e tomarase todos os factores, que coincidan ou non, cos maiores expofientes.

Exemplo
Calcula o m.c.m dos polinomios, neste caso xa se fixo previamente la factorizacion:
Px)= (x =2)2(x —Dx*+1) e Q(x) = (x —2)(x —1)?(x +5)

Entonces soamente deberemos tomar todos os factores, comins e non comdns o maior
expofiente:

m.c.m (P(x),Q(x)) = (x —2)2(x — D?(x? + 1)(x + 5)
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Exemplo
Realiza a operacion seguinte de fraccions alxébricas:

1+ 8 9x+7_
x x—1 x2-1

1. Reducese a comun denominador, facemos o m.c.m. dos denominadores

x
x—1 m.c.m=x(x — 1)(x + 1)
x?—1=@x—-Dx+1)

1 (x+Dx-1) x? -1

x xx—-Dx+1 x(x—1Dx+1)

8  8(x+Dx  8x*+8x
x—1 x(x-Dkx+1) x(x—Dx+1)

9+7  (9x+7Dx P+ 7x
x2—-1 x(x-1Dx+1 x(x—Dx+1)

2. Se suman ou restan as novas fraccidns resultantes, simplificando se se pode:

1+ 8 x+7 x? -1 N 8x2 + 8x I +7x
x x—1 x2—-1 x(x-Dkx+1D x(x—Dx+1) xx-Dx+1)
_x?—1+8x* +8x—9x* —T7x _ x—1 3 11

h x(x—1D(x+1) Cx(x—-D(x+1) x(x+1) x2+x

Multiplicacion e division

Para multiplicar fraccions alxébricas multiplicanse os numeradores e multiplicanse os
denominadores. Para dividir duas fraccions alxébricas multiplicase a primeira pola inversa da
segunda, ou 0 que € o mesmo multiplicamos en cruz. Antes de facer as contas sempre mirar se
podemos simplificar, para que non se nos compliquen os célculos.

Exemplo

3x x+2_3x(x+2)_ 3x(x +2) _ 3 3
a)x2—4 x2  x2(x2—4) x2(x—-2)(x+2) x(x—2) x2-2x

b 3x x+2 3x - x? 3 3x3
)x2—4' x2 (X2 —4)(x+2) x3+2x2—4x—8
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3. Ecuacidéns

Unha ecuacién é unha igualdade alxébrica, na que aparecen letras, chamadas incognitas, cun valor
descoriecido que representan nimeros que son 0s que debemos calcular. Polo tanto, resolver unha
ecuacion € atopar os valores das incognitas. Neste apartado centrarémonos nas ecuacion cunha
incognita.

3.1 Ecuacions de grao 1

Unha ecuacién de primeiro grao cunha incégnita é toda ecuacion que se pode transformar nunha
da formaax + b = 0, onde a e b son nimero reais e a # 0, chamados coeficientes da ecuacion e a
incégnita neste caso, X, ten grao un. Para resolver ecuacions de 1° grao seguiremos 0s seguintes
pasos:

1. Eliminanse os parénteses.

2. Eliminanse o0s denominadores, multiplicando polo minimo comdn mdltiplo dos
denominadores.

3. Traspobiense os termos, as letras para un lado da igualdade e os numeros para outro,
reducense os termos semellantes.

4. Despexamos a incognita.

Exemplo
x—2 x—1
5 = 2(x—1)
x—2 _ x—1 =2 —2 > 2x—4 _ 3x—-3 — 12x—-12
3 2 6 6 6

2x—4—-3x+3=12x—-12= 2x—3x —12x = —12+ 4 -3
13x =—-11= x=-11/13

o N P

Observamos que as ecuaciéns de 1° grao en xeral tefien unha solucion, pero poden non ter
solucion ou infinitas.

3.2 Ecuacion de grao 2

Unha ecuacion de segundo grao reducida, a sta expresion € ax? + bx + ¢ = 0 con a, b, ¢ nimeros
reais e a # 0. Podese clasificar en ecuacion de 2° grao completas e incompletas.

Ecuacions de 2° grao completas

Unha ecuacion de 2° grao completa ten a seguinte expresion xeral ax? + bx + c=0con a,b e c
nameros reais non nulos. As resolvermos pola seguinte férmula:

—b +Vb?% —4ac
x =
2a

Ecuacions de 2° grao incompletas

Unha ecuacion de 2° grao incompleta é aquela que ten b, ¢ ou ambos nulos e resélvense segundo
0 caso.
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Caso 1:

b=0 ecuacion da forma ax? + ¢ =0

Despexamos x? e facemos a raiz cadrada, que € a operacion inversa ao cadrado.
Caso 2:

¢=0 ecuacion da forma ax? + bx = 0

Sacamos factor comun x, e igualamos cada factor a cero e resolvemos as ecuacions resultantes.

Exemplos

Ecuacion Completa:

—2+vV4+12 -2+44
X2 4+2x—-3=0=>x= > =— :{

X1=1
x2=—3

Ecuacions incompletas:

2 —4=0o 042 —4o 2=t oy LA
X = ¥ =4sx’=gox= [g=t3

x1=0

2 _ . —_3) =
x*—=3x=0 =2 x(x—3) 0z>{x—3=0=>x2=3

Observamos que as ecuacions de 2° grado en xeral tefien duas solucions, pero poderian ter
unha ou ningunha.

3.3 Ecuaciéns bicadraticas

Unha ecuacién bicadratica ten a seguinte expresion xeral ax*+ bx?>+c=0 a, b e ¢ nimeros
reais a#0 . Para resolvelas facemos unha cambio de variable t = x? resolveremos a ecuacion de 2°
grao resultante e desfacemos o cambio de variable, resolvendo unha ecuacién de 2° grado
incompleta.

Exemplo
x*+5x2—-36=0

1. Cambiodevariablet = x2=t%2+5t—-36=0
—5+V2Z5+144 _ { ty =4
2 - tz = _9

N

Resolvemos t =

x =4 =42

3. Calculamos as solucions da variable x { B
x = V=9 non ten soluciéon real

Observamos que as ecuacién bicadraticas poden ter 4 solucions, 2 solucién ou ningunha.
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3.4 Ecuacioéns de grao 3 ou superior

Unha ecuacion polindmica ten a seguinte expresion xeral :

ApX™ + ap_1x" 1+ -+ a;x+ag =0
Se denotamos ao primeiro membro coma un polinomio obtemos P(x) = 0, polo que podemos ver
gue resolver unha ecuacion deste tipo é semellante a factorizar un polinomio. Polo tanto, para
atopar as soluciéns enteiras 0 que faremos sera factorizar o polinomio seguindo as técnicas e
pasos vistos no apartado 1.2 da unidade. Unha vez factorizado igualase cada factor a cero.

Exemplo

Calcula as solucions de x° + x* —17x3 + 15x2 = 0 coma podemos comprobar na paxina 4 a
descomposicion factorial € x?(x — 1)(x —3)(x +5) =0

Igualamos cada factor a cero e obtemos as seguintes solucions:
x? =0 = x = 0(dobre)

x—1=0=>x=1

x—3=0=>x=3

x+5=0=>x=-5

Pddese comprobar que as solucidns da ecuacién coinciden cas raices do polinomio.

3.5 Ecuaciéns racionais

7

Unha ecuacion racional é aquela que ten a incognita no denominador, ou 0 que é 0 mesmo
aparecen fraccions alxébricas. Para resolvelas faremos o m.c.m dos denominadores e
resolveremos a ecuacién resultante. Deberemos comprobar as soluciéons obtidas, xa que o
multiplicar por expresidns alxébricas poden aparecer soluciéns falsas.

Exemplo

3 2

x+1  x2-1

Resolve a seguinte ecuacién ﬁ +

1. Calculamos o m.c.m (x — 1,x + 1,x? — 1) = x? — 1 e reducimos as fracciéns a comun
denominador

x(x+1) | 3(x-1) _ 2

x2-1 x2-1 x2-1

2. Eliminados os denominadores, xa que son iguais e realizamos as contas: x> + 4x —5 =0 =
{ X1 = 1
xz = _5
3. Comprobamos
- e . . . ., 1
x = 1 non é valida xa no primeiro denominador queda unha expresion S
1

, ,e -5 3 2 ..
x = =5 évéalida — + — = — == —— solucién: x=-5
—-5-1 -5-1 12 25—-1
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3.6 Ecuacioéns con radicais

Unha ecuacion con radicais é unha ecuacion que ten a incégnita baixo un radical. Para resolvelas
deixamos soas as raices, unha a unha, nun dos membros e elévase ao cadrado cada membro,
tendo en conta que na maior parte delas deberemos aplicar as identidades notables. Repetimos o

proceso as veces que sexan necesarias. Neste tipo de ecuaciéns € necesario comprobar as
solucions, xa que podemos atopar soluciéns non validas ao igual que nas racionais.

Exemplo

Resolve a seguinte ecuacion 5++vV3x+7=x+6

1. Deixamoss6oradicandov3x+7=x+6—-5=V3x+7=x+1
2. Elévanse ao cadrado os dous membros, realizamos operacions e resolvemos:

X1:3

(\/3x+7)2=(x+1)2=>3x+7=x2+2x+1=>x2—x—6=0=>{x _ 5
, =

3. Comprobamos as soluciéns
Parax =3 =25+4++v3:34+7=54++v16 =544 =9certo

Parax = -2 =25++/3(=2)+7=54+vV1=5+4+1=6 # 4 falso
A Unica solucién é x=3

Se non deixaramos a raiz soa pédese comprobar que non se elimina.

3.7 Ecuacions logaritmicas

Unha ecuacion logaritmica é aquela onde a incognita aparece dentro dun logaritmo, sexa na sla
base ou no seu argumento. Para resolvelas aplicaremos as propiedades dos logaritmos, estudadas
neste curso na unidade de nimeros reais. Debermos comprobar que as soluciéns, recordade que
non existen logaritmos de nimeros negativos.

Exemplo

Resolve a seguinte ecuacion log(x — 1) + log(2x — 1) = log(x? + 5)

Aplicamos as propiedades: log, (g) =log, b —log,c; log,(b-c) =log, b + log, c
2 _ (x-1)(2x-1) _ .
log(x — 1) + log(2x — 1) —log(x*+5) =0= logw =0 Para poder eliminar os
logaritmos dos dous membros escribimos: log &R — 155100 o EDETD _ 440 o
(x2+5) (x2+5)
% =1 Resolvemos a ecuacion resultante: 2x2—3x+1=x2+5=>x?>-3x—4=
x=-1
0 { x =4

A solucién x = —1 non é valida non existen logaritmos negativos!!
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3.8 Ecuacién exponenciais

Unha ecuacion exponencial é aquela onde a incégnita aparece unicamente no expofiente da
expresion alxébrica. Para resolvelas usaremos diferentes procedementos coma os logaritmos,
propiedades das potencias ou cambios de variable. Vexamos diferentes situacions.

Exemplo 1

3%+2 4 3%¥ = 90 pbddense pofier ambos membros coma potencias da mesma base
323* +3*=90=>10-3*=90=>3*=9=3"=325x =2

Exemplo 2

4% —7.2% — 8 = 0 faremos un cambio de variable 2°* —7-2* —8 =0

se chamamos 2* = t obtemos t> — 7t —8 =10

2 =8=2¥=23=x=3

t; =8 .
= { 1 desfacemos o cambio { o b
2* = —1 = non ten soluciéon

t, =—1
Exemplo 3
7%~1 — 2% = O neste caso aplicaremos os logaritmos
log7*~1 = log2* = (x—1)log7 = xlog2 = x(log7 — log2) = log7 =

log7

- = 1
* log7 — log2 /55

4. Resolucidon de problemas con ecuacions

A principal aplicacion das ecuaciéns atdpase na resolucion de problemas, para resolvelos débense
seguir os seguintes pasos:

1. Ler o problema lentamente, identificando a incégnita.

2. Traducir o enunciado a unha ecuacion.

3. Resolvemos a ecuacion.

4. Comprobar se a solucion ou soluciones tefien sentido no contexto do problema.

Exemplo

A cantidade de cartos que leva Lois no peto € tal que gasta a terceira parte mas a sétima parte,
ainda lle quedan 2,5€ mais a metade do que levaba. Que cantidade ten no peto?

X: cartos no peto de Lois

x—(§+§) =25+3
Resolvemos a ecuacion de 1° grao resultante x= 105€

A solucién ten sentido no contexto, polo tanto Lois leva 105€ no peto.

P NP

Paxina 12 de 14



A XUNTA

> CONSELLERIA DE CULTURA, IES SAN CLEMENTE
N DE GALICIA EDUCACION, FORMACION

PROFESIONAL E UNIVERSIDADES Plataforma educativa da formacion a distancia
www.iessanclemente.net

5. Uso de ferramentas informaticas

A maioria das operacions matematicas, con nimeros ou expresions alxébricas, poderan realizarse
coa axuda dos ordenadores, moébiles ou calculadoras. Existen moitos programas informéticos
axeitados, a continuacion veremos a aplicacion dalgins deles para estes contidos, tanto nos
polinomios como nas ecuacions. No obstante, € moi importante recordar que 0s conceptos
matematicos son moi importantes, as maquinas facilitan o traballo, pero sempre débese saber o
gue se esta a facer e interpretar os resultados obtidos.

GeoGebra

llustracion 1: GeoGebra

E un programa moi versatil e moi sinxelo de manexar. Vexamos as stas aplicacions para esta parte
das matematicas. Multiplicacion de polinomios, identidades notables,...: bebemos ir a calculo o seu
simbolo: CAS. < ®

& Calculadora 30

Ix- Calculadora CAS

& Calculadora cientifica

[ Motas

> GeoGebra Clésico

Escribir: Desenvolve (Expresién) e daranos directamente o resultado.
Exemplo: Calcula (x + 1)?
Ir a calculo simbolico CAS escribir: Desenvolve(x + 1)? e daranos o resultado.

Tamén serve para factorizar os polinomios, dentro do mesmo céalculo simbdlico deberemos escribir
Factoriza(Expresion).

Outra das suas aplicacions dentro desta unidade é para a resolucion de ecuaciéns neste caso
deberemos entrar dentro da Suite Calculadora < = e escribir: Resolve(ecuacion)

Calculadora grafica

efria

Mathway | '.‘ J

llustracion 2: mathway

E unha aplicacién que se pode descargar no moébil e tamén é moi sinxela de manexar. Pédense
realizar operacions cos polinomios e tamén factorizalos.

Exemplo: Factoricemos (x3 — 4x2 + x + 6)

Escribimos o polinomio (x"3-4x"2+x+6) aparece un menu onde unha das opciéns é factorizar =
(x+D(x—3)(x+2)
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