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Exercicios autoavaliables

1. Calcula os posibles valores de a, b, c € R para que a matriz A = (8 IZ) verifique a relaciéon

(A —2D? =0, sendo I a matriz identidade de orde 2 e 0 a matriz nula de orde 2.
2. Sexa M unha matriz cadrada de orde 2 tal que M? = 4M. Determina a matriz X que verifica a

2
ecuacion matricial (M - 21)"X = I, sendo I a matriz identidade de orde 2.

-1/2 x 0
3. SexaB = < y 1/2 0). Calcula x e y para que se cumpra que B™1 = Bt.
0 0 1
a 0 0
4. Dadaa matriz A = (b 1 0), calcula todos os valores de a e b para os que A~ = A¢,
0 0 1
5. Dada amatrizA = (% 1) acha duas matrices X e Y que verifican:
{X +Y 1=4
X—-Y1l1=4
0 0 1
6. Dada a matriz A = (1 0 0), calcula A3 e A%5,
0 -1 0

7. Sexan A, B e C tres matrices tales que o produto A - B - C é unha matriz 3x2 e o produto A - Ct é
unha matriz cadrada. Calcula, razoando a resposta, as dimensiéns de A, B e C.

8. Dada M = (_11 _01

X-M =M - X. Daun exemplo concreto de matriz que verifique dita igualdade.
9. Resolve a ecuacion matricial A-X +C =B, sendo A = ( 4 1), B = ( 120 _1) e

O -1 0 2 -1 1 0
C:(10—30)'

), obtén todas as matrices X que conmutan con M, € dicir, que verifican
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Soluciéns

1. Calcula os posibles valores de a, b, c € R para que a matriz A = (g IC’) verifique a relacion

(A —2D? =0, sendo I a matriz identidade de orde 2 e 0 a matriz nula de orde 2.
Calculamos A — 21 e despois (4 — 21)?:

a-a=(5 )-2( )=0%" .20

(A—2[)2:<a_2 b )_(a—Z b ):((a—2)2 (a—2)'b+b-(c—2)):

0 c¢c-2 0 c¢c-2 0 (c—2)*
- ((a—Z)2 ab—4b+bc)
B 0 (c —2)?

Igualamos (4 — 21)? & matriz 0.
((a—Z)Z ab—4b+bc) B (0 0)
0 (c—=2)%2 /] \0 0

E comparando elemento a elemento obtemos as seguintes ecuacions:

(a-2)?=0-[a=2]

ab—4b+bc=0—-2b—4b+2b=0-0=0 - b pode tomar calquera valor

(c=2?=0-[c=2]

2 b

Solucién: A = (0 5

),bER.

2. Sexa M unha matriz cadrada de orde 2 tal que M? = 4M. Determina a matriz X que verifica a

ecuacion matricial (M - 2I)"X = I, sendo I a matriz identidade de orde 2.

Calculamos en primeiro lugar a matriz (M — 21)?:

2M 2M :‘:ﬁ’{
M=2D?>=M—=2)-(M—=2I) =M? —2IM — M2] + 4] = M2 —4M + 4] = 4M — 4M + 4] = 41
Enton,

1
(M—-21)2=4] 1 1 - 0
(M—ZI)Z'X=I—>41-X=I—>4-X=1—>X=—1—>X=_'(1 0): 4
4 4 \0 1 0 1
4
-1/2 x 0
3. SexaB=| y 1/2 0. Calculax ey paraque se cumpra que B! = B’
0 0 1

Se B~ = B!, verificase que B - Bt = ]. Calculamos B - Bt:

1 1

~1/2 x 0\ [~1/2 y 0 /Z Ty tgX 0\
B-Bt=| y 172 o) x 172 o)=]| 1 1 I
0o 0 1 o 0 1 > /

Igualamos B - Bt a I:
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1 5 1 1

Z+x —§y+§x 0 1 0 0

11 , 1 |={0 1 0
0 0 1

Comparamos elemento a elemento e obtemos as seguintes ecuacions:

1 3 V3
Z—Fx2 =1-x? = =15
) 1 N 1 0
[——— _ = - =
2y 2X y X
1 3 V3
2 _= 2 = — = +—
yotg=1l-oy =gy ==%
- . - - , . V3 V3
Da ecuacion 2 deducimos que x e y tefien que coincidir. Entén, as solucions son (7,7) e
(—?, —?) E, polo tanto, as posibles matrices son:
~172 2 0 ~1/2 2 0\
Bl:\ By o/eBZ:\ V2 o/
0 0 1 0 0 1
a 0 O
4. DadaamatrizA=|b 1 0|, calculatodos os valores de a e b para os que A~ = At.
0 0 1

Se A™1 = A, verificase que A - A* = I. Calculamos 4 - A* e igualamos a I:

a 0 0 a b 0 a? ab 0
A-A=|b 1 0[O0 1 O0)=(ab b%2+1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

a’ ab 0 1 0 0
ab b2+1 0]=|0 1 0
0 0 1 0 0 1

Comparando elemento a elemento obtemos as seguintes ecuacions:
a?=1-a=+V1-> a=+1
ab=0
b2+1=1-b*=0->b=0

1 0 O -1 0 O
Solucion: 4, =(0 1 0|=Led,=( 0 1 0

0 0 1 0O 0 1
5. Dadaa matriz A = (; i) acha duas matrices X e Y que verifican:
{X+Y*=A
X-yl=4t

Resolvemos o sistema por reducion:

-1 _
{X +Y = / swmamos

1
2X=A+A' > X ==(A+ At
X—y-l=4at X =50 )

Calculamos A + At:

ava=(; )G V=G 15D-G 2
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Enton,

1 2 3 1 3/2
X:?(3 2):(3/2 1)
Despexando Y1 na 12 ecuacion obtemos:
:A_X:(1 1)_(1 3/2)=(1—1 1—3/2)=(0 —1/2)
2 1 3/2 1 2—-3/2 1-1 1/2 0
Para calcular Y, temos en conta que (Y™1)"1 =Y.

(v~*1) 0%

2-F,
(0 —1/2|1 O)prl(l/z 0 [0 1)153(1 0] 0 2)
1/2 Lo —17211 o 0 1l-2 o
(1 3)2 /0 2
SO|UCI0n.X—<3/2 1)eY—(_Z O)'
0O 0 1
DadaamatrizA=|1 0 0/, calcula 4% e 4%5.
0 -1 O

0 0 1 0 0 1 0 -1 0
A2=A-A=<1 0 O)-(l 0 O> (O 0 1)
0 -1 0 0 -1 0 1
0 -1 0 0 1
A3=A2-A=<O 0 1)-(1 0 O> (O
1 -1 0 O

A* =43 . A=

A® =45 A=

AT =45
A =47

0
A5 =A% A:( 1 0
1

I-

A-

Observamos que a partir de A°repitense.

{—

Polo tanto, 42> = A' = A (porque A?° = A4t = (4%)* - A=1*-A=1-A=A)

Sexan A, B e C tres matrices tales que o produto A - B - C € unha matriz 3x2 e o produto A - Ct é
unha matriz cadrada. Calcula, razoando a resposta, as dimensiéns de A4, B e C.

Se A- B - C é unha matriz 3x2, sabemos que A é unha matriz con 3 filas e que C é unha matriz
con 2 columnas. Xa que, para poder multiplicalas e obter unha matriz de dimension 3 x 2, ten
que verificarse que:
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Por outra banda, se C ten dimensiéns p x 2, Ct ten dimensions 2 X p. Entén para poder facer o
produto A - Ct, ten que verificarse que as columnas de A coincidan cas filas de Ct, entén ten
dimension 3 x 2.

Ademais, A - C* é unha matriz cadrada. Como sabemos que a stia dimension vén dada por:

A ct A-ct
3X22Xp—3Xp

Deducimos que a matriz A - C* é de orde 3, é dicir, p = 3.
Solucion: Az, Boxs € C3xa.

8. Dada M = (_11 _01

X-M =M - X. Daun exemplo concreto de matriz que verifique dita igualdade.

), obtén todas as matrices X que conmutan con M, é dicir, que verifican

Para que existan os produtos X - M e M - X, X ten que ser de orde 2.

b
d

L B ) R )

wer=(1 0@ D=7 v 2

Supofiemos que X € a matriz X = (‘Cl ) a,b,c,d€eR.

Igualamos as matrices:
Cela Z0=(2 v

Se comparamos elemento a elemento obtemos as seguintes ecuacions:

—a+b=—-a
—b=-b
—c+d=a—-c
—d =—d

A 22 e a 42 ecuacions non aportan informacién, sempre son certas. Resolvemos as outras duas:
Ei:—a+b=—-a—->b=0

Ez:—c+d=a—-c—->d=a
O sistema ten infinitas soluciéns. A matriz X é da forma X = (Z 2),(1,0 € R.

1 0

) 1)(se tomamos a = 1 e ¢ = 2; servirian outros nimeros calquera).

Exemplo: X = (
9. Resolve a ecuaciéon matricial A-X+C =B, sendo A = ( 4 1), B =( 1 2 0 _1) e

"1 5 4 ~1 0 2 -11 0
C=(10—30)'
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Despexamos X:

xA 1 pola I
AX=B-CZ0M 41 (4. X) =4 B-C)>(A1-A) -X=4"1B-C) >
SX=A"1-(B-0)

Calculamos A~ e B - C:

(aln A
(2 oo D=0 950 1 D=6 1 )
B_Cz(—lz —21 (1) _01)_((1) _01 —23 (1)):(—13 —31 _42 _02)

Enton,
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