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1. Definicion de matriz

Chamase matriz de orde m x n a unha disposicion en taboa rectangular de m x n nimeros reais
dispostos en m filas e n columnas. Denotaremos as matrices mediante letra mailsculas: A, B, C,...

a; Q, Q3 ... 4,

Ay Ay By e 3y,
A=|ay; a8z 83 ... 8 |=(a)

a a a a

ml m2

Aos numeros reais a; chamaselles elementos da matriz. O primeiro subindice i indica a fila e o
segundo j a columna na que se atopa o elemento a;. Por exemplo, o elemento as, atopase na
terceira fila e segunda columna. O numero de filas e de columnas danos a dimension da matriz.
Para indicar a dimensién da matriz indicaremos o numero de filas e despois o de columnas
separadas polo signo x asi por m xn. Se o numero de filas é igual a columnas, tratase dunha
matriz cadrada de orde n.

Exemplo
3
-2 = 5 0
4
DadaamatrizA=(a)=| 1 -3 J2 6 | cal éasta dimension? E cales son os valores
-4 2 0 -8
de a;3 e ay
E unha matriz de dimension 3 x 4 (tres filas e catro columnas).
Os valoresde a;z=5eaxn= V2

1.1 lgualdade de matrices

Duas matrices A e B son iguais se tefien a mesma dimension (ou a mesma orde, se son cadradas)
e ademais son iguais todos os elementos que ocupan 0 mesmo lugar

Exemplo
6
As matrices A = 2.9 s eB=|3 3¢ seran iguais?
a 0 b 2 d 6

Soniguaissea=2,b=6,c=-5ed=0
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1.2 Matriz oposta e matriz trasposta

Matriz oposta dunha matriz A é aquela que ten por elementos os opostos de A. Represéntase
por—A.

Matriz trasposta dunha matriz A é aquela que resulta ao escribir as filas de A como columnas.
Represéntase por At

Exemplo

4 0

_ -2 ) -4 0 2
Dada amatrizA = { 7 s a slla oposta € a matriz - A =

-1 7 =5

4 1
E a sUa trasposta At = ( 0 —7)
-2 5

1.3 Alguns tipos de matrices

Matriz rectangular € aquela matriz na que o numero de filas é distinto ao de columnas m # n.

Matriz cadrada é aquela na que o nimero de filas é igual ao de columnas m = n.

Exemplos
2 0)
| 0 -3 1 | @
Matriz rectangular: A = Matriz cadrada: B=| 4 S
4 -5 9 259 NI

Nunha matriz cadrada chamase diagonal principal ao conxunto dos elementos da forma a;;. Na
matriz B, a diagonal principal formana os elementos -2, 3, —8.

Nunha matriz cadrada chamase diagonal secundaria ao conxunto dos elementos a ;jcon i + j =
n + 1. Na matriz B, a diagonal secundaria formana os elementos ; 0S seus subindices
suman 4.

Matriz fila € unha matriz que ten unha fila; polo tanto, de dimension 1 x n. Matriz columna é unha
matriz que ten unha columna; polo tanto, de dimensién
m x 1.

Exemplos

5
A =| -2 | é unha matriz columna de dimensién 3 x 1
7

B = (-1 4 5 0) é unha matriz fila de dimensién 1 x 4
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Entre as matrices cadradas pode falarse de:
Matriz simétrica é unha matriz que coincide coa sla trasposta, A = Aou ben a; = a;.

Matriz antisimétrica € unha matriz onde a sua trasposta coincide coa sta negativa,— A = A® ou ben
ai,- = —aji.

Exemplo
5 5 2 3
As matrices A = ( 5 4 J eB=|2 6 —4| son matrices simétricas.
3 -4 9
0 3 0o 3 7
E as matrices A = ( 3 O] eB=|(-3 0 -4/ son matrices antisimétricas
-7 4 0
Os elementos da diagonal principal dunha matriz antisimétrica cumpren a; = —a;; € dicir, son

nameros que coinciden cos seus opostos, polo tanto nulos.

Matriz nula € a que ten todos os seus elementos nulos. Denotarase por O = (0)

Matriz diagonal é unha matriz cadrada que ten nulos todos os elementos que non pertencen a
diagonal principal.

Matriz escalar € unha matriz diagonal na que todos os elementos da diagonal son iguais.

Matriz unidade ou identidade é unha matriz escalar na que os elementos da diagonal principal son
uns.

Exemplos

_ _ 0 0 000
As seguintes matrices son nulas: e
0 0 0 0 0

3

-6 0
As seguintes matrices son diagonais: A = ( 0 3} eB=|0
0

1

_ 1 0
As matrices |, = el =10
0

respectivamente.
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Matriz triangular € unha matriz cadrada na que todos os elementos situados por debaixo ou por
encima, da diagonal principal son cero.

Exemplo
2 3 4 3~0 0

As matricesA= |0~ -3 7| eB=|-5 20| son matrices triangulares.
0 01 1 6 8

2. Operacidons coas matrices

Ao conxunto de todas as matrices de dimension m x n designaselle por My... Nas matrices deste

conxunto definense as operaciéns de sumar e restar.

2.1 Suma de matrices

Dadas duas matrices de Mny, A= (a;) e B = (bj), chamase suma de ambas a matriz C = (c;) da
mesma dimension cuxo termo xenérico € c; = a; + b;. A suma de matrices designase por:
A+ B = (Clij + bij)

Exemplo

3 1 2 2 0 1
Dadas as matrices A = eB= de orde 2x3, calcular A + B
5 -4 7 350

3 1 2 2 0 1 342 1+0 2+1 51 3
A+B= + = =
(5 —4 ’J (3 5 0} {5+3 -445 7+0J [8 | 7]

Podemos observar que para sumar matrices debera ter a mesma dimensién, e obtemos outra
matriz da mesma dimension.

Propiedades da suma

e Asociativa. Calquera que sexan as matrices A, B e C de Mnx, cUmprese a igualdade
(A+B)+C=A4A+@B+0

e Existencia da matriz nula en Myx,. Amatriz 0 = (0) étalque A+ 0 = A

o Existencia da matriz oposta. Dada a matriz A de M, existe a matriz oposta — A da mesma
orde,de modoque A + (-4) =0

e Conmutativa. Para todo par de matrices A e B de My, cimprese a igualdadeA + B=B + A
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2.2 Diferenza de matrices

A diferenza de matrices A e B do conxunto My, represéntase por A — B e obtense sumando ao
minuendo o oposto do subtraendo; € dicir, A- B = A + (- B). A diferenza de matrices (a;) — (b;) =
(a;; — bj) obtense ao restar elementos que ocupan 0 mesmo lugar nunha e noutra matriz.

Exemplo

31 2 2 0 1
Dadas as matrices A = eB= de orde 2x3, calcular A — B.
5 -4 7 350

AB_312 2 0 1) (3-2 1-0 2-1) (1 1 1
5 -4 7 35 0] |5-3 —4-5 7-0)/ |2 -9 7

2.3 Produto dun numero por unha matriz

Calquera que sexan o numero real k e a matriz A = (a;) do conxunto Mn,,, chamase produto de k
por A, & matriz B = (b;) da mesma dimension que A e cuxo termo xenérico é b; = k-a;;.

O produto dun numero por unha matriz k(a;) obtense ao multiplicar por k cada elemento de A= (a;).

Exemplo

_ -2 0
Dada a matriz A = 4

eacs |2 0 1) 5(-2) 50 51y (=10 0 5
T4 -3 5) |54 5(-3) 55 |20 -15 25

1
SJ de orde 2x3, calcular k-A

Propiedades do produto dun namero por unha matriz
Calquera que sexan as matrices A e B do conxunto M, € 0s nimeros reais A e J, verificase:

o Distributiva respecto da suma de matrices: A(A + B) = 1A + AB
o Distributiva respecto da suma de escalares: (1 + WA= 14 + uA
e Asociativa respecto dos escalares: A(ud) = (Ap)A

e Elementounidade:1-4= A
2.4 Produto de matrices

Para multiplicar matrices, as matrices factores deben reunir algins requisitos que se describiran
neste apartado.
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a) Produto dunha matriz fila por unha matriz columna

Sexan A unha matriz cunha fila e n columnas e B unha matriz con n filas e unha columna:

O produto da matriz fila A con n columnas pola matriz columna B con n filas é a matriz C = A-B
cunha fila e unha columna; é dicir, un nimero ¢ = a;-b; + a,-b, + ... + a,-b,. Polo tanto:

AB=C=(c)= iai b
i=1

Hai que facer notar que, para poder multiplicar A e B, o nimero de columnas do primeiro factor A
debe ser igual ao numero de filas do segundo factor B.

Exemplo
4
Sexan A= (2 1 4) unha matriz cunha fila e 3 columnas e B = | 2 | unha matriz con 3 filas e

-1
unha columna. Achar a matriz produto.
4
AB=(2 1 4)| 2 |=(@24+12+4(-1)=6
-1

O resultado é unha matriz de orde 1 x 1; polo tanto, un niamero.

Regra: Obsérvase que para realizar o produto déixase caer a matriz fila A na matriz columna B;
multiplicanse os elementos enfrontados e simanse os resultados.

b) Produto de duas matrices calquera

Sexan A unha matriz do conxunto My, € B unha matriz do conxunto M,,,; as columnas de A
coinciden coas filas de B (neste caso n). O produto de matrices A do conxunto M, € B do
conxunto My, € outra matriz C do conxunto My, con m filas (as do primeiro factor A) e p columnas
(as do segundo factor B), cuxos elementos calculanse asi: o elemento cij da matriz produto C é o
resultado de multiplicar a fila i da matriz A pola columna j da matriz B consideradas ambas como
matrices fila e columna respectivamente. A expresion do elemento c; da matriz produto C sera:

by,

2j

k=n
Cj= (ail d, .. ain)' = (ailblj + aizsz + ...+ ambnj) = Zaik . bkj
k=1
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Exemplo
2 3
_ 210
Dadas as matrices A = eB=|4 -2|:
4 1 3 5

a) Indicar a dimensién da matriz produto.
b) Calcular A-B.

a) A dimension de A é 2 x 3. A dimension de B é 3 x 2. Como o numero de columnas de A,
coincide co de filas de B, as matrices pédense multiplicar e ademais a dimension da matriz
produto é 2 x 2; numero de filas do primeiro factor e columnas do segundo factor.

b) As notacions que se empregaron no desenvolvemento do produto de matrices pddense
simplificar, mediante a seguinte regra: “Os elementos da matriz produto obtéfiense ao deixar
caer os elementos das filas da matriz primeiro factor sobre as columnas da matriz segundo
factor; multiplicar os elementos que quedaron enfrontados e finalmente sumalos”

2 3
so(2 10V, | (2214400 2-3+1:(-2)+0-5) (8 4
41 3 | “4.2+1-443.1 4.3+1-(-2)+3-5) 15 25

5

Propiedades do produto de matrices
O produto de matrices ten as propiedades seguintes:

e Asociativa. Calquera que sexan as matrices A, B, C nos casos que se poidan multiplicar as
tres matrices. E dicir, se A é do conxunto M, ou de dimensién m x n, B é do conxunto Mnxps
ou de dimension n x p e C é do conxunto Mg, ou de dimension p - g, enton:

(AsB)sC = A (B+C)

e Distributiva. Dadas as matrices A do conxunto My, ou de dimensibn m n; B e C do
conxunto My, ou de dimension n x p cumprese:

Ae(B +C) =AeB + AsC

O produto de matrices Non é en xeral conmutativo; & dicir, A*B # B+A

Exemplo 1
2
) 1 2 3 _
Sexan as matrices A,y = 03 1 eBsq=|—1|realiza A-Be B-A
0
2

123 1:2+42-(-1)+3-0 0
Az By = =11 = =
03 1|, 0-2+3-(=1)+1-0 -3

Pero neste caso non se pode facer B-A
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Exemplo 2
1 0
_ 1 3 2 _
Sexan as matrices A,z = 0 2 4 eBsyo=| 2 4|, realizaA-Be B-A
-1 5

Az Baxo =

VR
O
N W
EENE \S]
N——
1]

1-1+3:242-(=1) 1-0+3-4+2.5) (5 22
0-142-2+4-(-1) 0-0+2-4+4.5) |0 28

Loy oL, 1-1+0-0  1:3+0-2 1.2+0-4
Ba-Aos = | 2 4-[ ) j 2:144-0 2-3+4.2 2.2+44-4 | =

02 4
-1 5 ~1-1+5-0 —1-3+5-2 —1.2+5-4
1 3 2
=2 14 20
-1 7 18

3. Produto de matrices cadradas

O produto de matrices cadradas merece atencién especial posto que as matrices cadradas do
conxunto M,,, ou de orde n, multiplicanse entre si e o resultado é unha matriz do conxunto M., ou
de orde n. En canto as propiedades é evidente que seguen conservando as propiedades asociativa
do produto e distributiva do produto respecto da suma, pero débense destacar outras propiedades.
En canto a propiedade conmutativa sempre é posible o dobre produto A*B e BeA, pero en xeral o
resultado sera diferente, como se indica no seguinte exemplo.

Exemplo

2 -1
matriz do mesmo orde gue as iniciais.

4 0 I 2
Sexan A = (O ] eB= [ 3} calcula A-B e B-A. Comproba que o produto danos unha

4 8 4 4
A-B = eB-A= ; obsérvase que A-B # B-A
-2 6 4 6

A matriz produto ten orde duas.

O produto de matrices cadradas posue elemento unidade e é a matriz identidade I,; se A é unha

10
matriz cadrada de orde n, tense: I, - A = A - I,,. A matriz unidade de orde duas sera: I, = (0 1]
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Potencias de matrices cadradas
Como se viu, o produto de duas matrices cadradas é outra do mesma orde; isto fai que unha matriz
poidase repetir como factor cantas veces precisese, dando lugar as potencias de matrices, asi:

AA=2A% A-A-A=24%...; A A ypoces-. A = A

Exemplo

Dada a matriz A = (1 2

01

dna=(b D0 H-( Y

w=aaa=( D6 D6 V=6

Podemos comprobar que o temo a,, de cada potencia é o produto de dous pola potencia que

fagamos da matriz, istoén-2 .
1 Zn)
0 1

) A?, A3 calcula e atopa unha expresion para A™

Obtemos que a matriz A™ = (

4. Matriz trasposta e propiedades

Como xa mencionamos ao principio da unidade a matriz trasposta dunha matriz A é aquela que
resulta ao escribir as filas de A como columnas. Represéntase por At. Vexamos unha serie de
propiedades.

Propiedades

e Atrasposta da trasposta é a matriz inicial (4Y)t = A

e Trasposta da suma de matrices € igual a suma das traspostas: (4 + B)t = At + Bt

e A trasposta dun numero por unha matriz é igual ao niumero pola trasposta da matriz
(kA)t = kAt

e A trasposta dun produto é igual & trasposta do segundo factor pola trasposta do primeiro
factor: (A-B)t = Bt - At

e Se A' = A dise que a matriz é simétrica

Exemplo
_ 3 -10 . ) 3 2 _
Dada a matriz A= 5 4 3 a sUa trasposta é A'=[ -1 4| e a trasposta desta matriz
0 8

3 -1 0
podemos observar que volve ser A= (2 4 8)

Esta matriz non é simétrica, non coincide coa sla trasposta.
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5. Matriz inversa

Dada unha matriz cadrada A de orde n, non sempre existe outra matriz B chamada matriz inversa
de A, tal que A-B = B-A = I,. Cando existe a matriz B, dise que é a matriz inversa de A e
represéntase A™; é dicir, A-A™ = A™-A = |,. As matrices cadradas que tefien inversa chaméaselles
matrices regulares o inversibles. As matrices cadradas que non tefien inversa chdmanse matrices
singulares

5.1 Célculo da matriz inversa

Aplicando a definicion: Para calcular a matriz inversa dunha matriz dada tendo en conta a
definicién teremos que resolver unha igualdade entre matrices A - X = I e obteremos un sistema.

Exemplo

4 7
Dada a matriz cadrada de orde duas A = (1 2}, calcular a sta inversa.

yJ gue cumpra A-B = B-A = I, se escribimos as
z U

_ X
Temos que calcular unha matriz Bz[

matrices obtemos:

(D6
4x+7z 4y+7uj=[l oJ

Efectiase o produto:
x+2z y+4+2u 0 1

x+2z=0

4x+7z=1 4y +T7u=0
v+2u=1

A igualdade dos dous termos da lugar aos seguintes sistemas: {

As solucions dos sistemas son: x =2, z =-1,y =-7,u =4

~7
Polo tanto a matriz inversa sera B= A™ = ( 4 ]

Polo método de Gauss-Jordan: para o calculo da matriz inversa de A, cando exista, partese da
matriz (A|I,) e mediante as transformacions que se indican a continuacion chégase a
matriz( I, | B ); entén a matriz B = A™ é a inversa de A.
As transformacions que se poden aplicar son as seguintes:
e Cambiar as filas de lugar: indicase pofiendo as duas filas a intercambiar e no medio unha
frecha de dobre sentido.
e Multiplicar unha fila por un nimero distinto de cero: indicaremos o0 nimero e a continuacion
a fila.
e Sumar a unha fila outra multiplicada por un nimero: indicaremos en primeiro lugar a fila que
gueremos modificar e en segundo lugar a fila que lle sumamaos.
Xeralmente colocase a matriz A e o seu lado a matriz identidade separadas por unha barra vertical:

(Alln)%(lnlA_l)
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Exemplo

35
Calcula a inversa da matriz M = (1 2} e comprobar o resultado.

Engadeselle & matriz M a matriz unidade, asi:

0 1

1 210 1 3 51 0 0 -11 -3

1 2/0 1 FF—22F 1 0/2 -5
0 1}-1 3 0 1}-1 3

2 =5
A matriz inversa é M = { - J

_ 35 2 =5 2 =5\(3 5 1 0
Comprobacion: . = . =
oG )G S0 )G Y

3 511 0 FFe2PF 1 20 1 PF3PF 1 2

J 2F

5.2 Aplicacions da matriz inversa: Ecuacions matriciais

As operacions con matrices e en particular o calculo da matriz inversa permiten resolver situacions
problematicas nas que aparecen matrices.
Estas situacibns chdmanse ecuaciéns matriciais; resélvense cos mesmos principios que as
ecuacions con coeficientes e variables de nimeros reais, tendo en conta algunhas das seguintes
consideracions:

e Algunhas matrices non tefien inversa.

e Produto de matrices non é conmutativo; polo que & hora de multiplicar os dous membros

dunha igualdade débese ter en conta que a multiplicacion se fai ben pola esquerda ou ben
pola dereita en ambos os membros da igualdade.

No caso de ecuacidns matriciais que se reducen aforma A-X = BouX-A = B e Ateninversa; a
incognita X calctlase respectivamente multiplicando pola esquerda ou pola dereita por A™ os dous
membros da igualdade.

Na ecuacion A-X = B, multiplicanse pola esquerda os dous membros por A™:
ALAX)=ATB= (ALA)X=A"B=IX=A"B=X=A"B
Na ecuacion X-A = B, multiplicanse pola dereita os dous membros por A™:

(X-A)-A'=BA'=X-(AA)=BA'= XI=B-A'=X=B-A"
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Exemplo
. . 1 4 0 2 4 6
Resolver a ecuacion matricial A- X + B = C, A= , B= e C=
2 6 3 -1 -2 =5

Se despexamos a matriz X:
A-X+B=C=A4A-X=C-B=A4A1(A-X)=A1-(C-B)=X=4"1-(C-B)

Calculase a inversa de A polo método de Gauss:

17 nllle I 11 Y A ] O a 1
41 0 PE2FF 1 4|1 0 2‘F.(2); 1 4 | PF—42F
2 60 1 0 -2/-2 1 o 1| 5
o3 2 -3 2
1 | Obtemos que A= 1
0 1|1 5 1 -3

Substitiense as variables polos seus valores e opérase:
-3 2 -3 2 -22 =20
(3 6 A G HE
5 -2 =5 3 -1 > -5 -4 >

As veces o problema consiste en determinar algins elementos dunha ou varias matrices que
figuran nunha ecuacién matricial. Vexamos que se fai neste caso cun exemplo.

Exemplo

1 x
Dada a matriz A = ( ] , determinar os valores de X, y e z para que se verifique a igualdade:
y Zz

a6 -6

Multiplicanse as matrices e igualanse as matrices dos dous membros:

1+y* =10 ,
yo=9
1 y I x 1+y2 X+ yz 10 0 x+yz=0
. = = = = x+yz=0
x z)\y z x+yz x +7z2° 0 10 x+yz=0 ,
, x +z =10
x +z =10

= Da primeira ecuacion obtense y = +3

x+3z=0 x = -3z i
= { ten como solucibns z = + 1

1. Sey = 3 osistema {xz L2210 (=32)%2 +22 =10
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a. Sez=1=x=-3=(x,y,2) =(-3,31)
b. Sez=-1=x=3=(x,y,2) = (3,3,—-1)
x=-3z=0 —

{ x =3z ten como soluciéns z = + 1

2.Sey =-3 o sistema { = (32) + 22 = 10

xX+z2=10

a. Sez=1=x=3=(x,y,2z) = (3,-3,1)
b. Sez=-1=x=-3=(x,y,2) =(-3,-3,-1)

As matrices solucion son:
Ay = 31 _31); Ay = @ —f); Az = —13 31); Ay = (}3 _1)

6. As matrices naresolucions de problemas

As matrices aparecen con frecuencia nas ciencias que traballan con datos ordenados, como é o
caso das Ciencias Fisicas, Econdmicas e Sociais. A continuacion preséntanse algunhas situacions
nas que as matrices son de utilidade. As matrices de informacion permiten resumir informaciéns
diversas.

Exemplo

Unha fabrica produce dous modelos de lavadoras A e B en tres terminacions N,L e S. Produce
do modelo A: 400 unidades na terminacion N, 200 unidades na terminacion L e 50 unidades na
terminacion S. Produce do modelo B: 300 unidades na terminacién N, 100 unidades na
terminacion L e 30 unidades na terminacion S. A terminacion N leva 25 horas de taller e 1 hora
de administracion. A terminacion L leva 30 horas de taller e 1,2 horas de administracion. A
terminacion S leva 33 horas de taller e 1,3 horas de administracion.

a) Representa a informacién en ddas matrices
b) Calcula unha matriz que exprese as horas de taller e de administracién empregadas para
cas un dos modelos.

Matriz de producion: filas modelo A e B; columnas terminacions N, L, S

- % )

Matriz de custo en horas: filas terminaciéons N, L, S; columnas custo en horas: T, A

25 1
C = <30 1,2)
33 1,3
Matriz que expresa as horas de taller e de administracion para cada modelo:

P.C= (400 200 50) ) (25 1>:(17650 705)

30 1,2
300 100 30 33 13 11490 459
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Os grafos son de gran utilidade a hora de afrontar problemas cotias permitenos organizar
informacion de forma sinxela e esquematica. Esta informacién pédese pasar a unha matriz.

Cun grafo represéntase as relacions entre obxectos. Dous obxectos estan relacionados cunha

frecha ou ben con dobre frecha.

llustracién 1: Grafo 1 llustracién 2: Grafo 2

0 1

0 0) gue nos indica que

Grafo 1 o podemos asociar a unha matriz cadrada de dimension 2x2: (

soamente se une A con B.

Grafo 2 0 podemos asociar a unha matriz cadrada de dimension 2x2: ((1) (1)) gue nos indica que

soamente se une A con B e B con A.

©—0
NN

llustracién 3: Grafo 3

0 1 1
Grafo 3 0 podemos asociar a unha matriz cadrada de dimension 3x3: <1 0 0) gue nos indica
1 0 O

que une AconBeC;BconAeCconA.
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Licenzas das ilustracions

llustracion Recurso

llustracién 1. Grafo 1 Autoria: Propia
llustracién 2. Grafo 2 Autoria: Propia
llustracién 3. Grafo 3 Autoria: Propia
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