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MATRICES

Exercicios autoavaliables

2
1. Dadaamatriz 4 = |2 5 V3
4 1 -3
a) Cal é a sua dimensién?

b) Indica o valor de a;,,a;; e a,s3.

_ 1 -3 5 1 x 5)
2. Dadas as matrices 4 = e B = , indica os valores de x, y e z na
-7 0 4 y 0 z

matriz B para que sexa igual a A.

3. Escribe as seguintes matrices:
a) A matriz unidade de orde catro.
b) A matriz nula de dimensién 3 x 2.
¢) Unha matriz triangular de orde dulas.
d) Unha matriz diagonal de orde duas.

2 3 0
4. Dada amatriz A = (1 5 4), calcula a sua oposta.
1 0 2 1 3 1
5. Dadas as matrices A = ,B = eC = , calcula:
2 -1 0 -3 -2 4

a)A + B,b)A-B,c)24A- 3B + 4C,d)A-B,e)B-A,f) A(B + ()

2 1 4
-1 1 3 -1 0 2
6. Dadas as matrices A = ,B= eC=|0 2 -1], calcula:
2 40 0 4 3 13 0

a)A + 2B,b)34-B,c) (A + B)C,d)A-C,e)B-C,)A-C + B-C

0 1
7. Calcula A2, A% e A*, sendo A = ( . O]

a

b CJ, con a, b, ¢ € R que satisfagan a ecuacién matricial

8. Acha todas as matrices X = (

X% =2Xx
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11
9. Encontra nimeros a e b de forma que a matriz A = (a b] verifique A? = 2A. Para estes valores

1
de aebetomandoB = EA’ calcula B® e A>°

10. Dada a matriz 4 =

o O O

1 2
0 3|, calcula as matrices A%, A3, A% A° e obtén razoadamente a
00

matriz A" para n > 5.

_ 11 2 -3 1 7
11. Dadas as matrices A = ,B= eC= , calcula;
0 2 -1 4 0 5

a)At, b) Bt,c) (A+B),,d) (A+B+0C)!

12. Calcula as matrices inversas das matrices:

(4 —3] [4 2] [1 0]
a)A= ,b)B = ,0)C=
2 -2 31 2 -1

13. Calcula as matrices inversas das matrices:

11 2 110 1 -2 -3
A=2 1 1(,B={1 0 1|,Cc=|0 4 5
0 31 010 2 1 0

-3

14. Dada a matriz A =
-1 2

31
j encontra Xtalque A-X - A= (O 4}

-4 -1 1 2
15. Dadas as matrices A = ( 4 1 ] eB= ( ] atopa unha matriz da forma

11
X= ( y] que verifigueque A-X = X-B

X
1 0 2 0 1 -1
16. Achaa matriz X talque A-X = B-A,sendoA=| 0 1 1(eB=|1 0 2
-1 01 -1 0 2
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y -11 1 2 0 3
17. Resolve a ecuacién en X, AX + 3B + 2C =D, sendo A = , B = ,C=
2 3 -1 3 1 0
4 1
eD=
-3 6

18. Nunha aceria fabricanse tres tipos de produtos: aceiro en ldminas, en rolos ou aceiros
especiais. Estes produtos requiren chatarra, carbén e aliaxes nas cantidades que se indican na
taboa seguinte, por cada unidade de produto fabricado:

Aceiro en ldminas  Aceiro enrolos  Aceiros especiais

Chatarra 8 6 6
Carbon 5 6 4
Aliaxes 2 1 3

a) Se durante o proximo mes deséxanse fabricar 6 unidades de aceiro en laminas, 4 unidades
de aceiro en rolos e 3 unidades de aceiros especiais, obtén unha matriz que indique as
cantidades de chatarra, carbon e aliaxes que seran necesarias.

b) Se se dispdén de 40 unidades de chatarra, 28 de carbén e 14 de aliaxes, cantas unidades de
cada tipo de aceiro poderanse fabricar con estes materiais?

19. No grafo seguinte aparecen indicadas as comunicacions de catros puntos importantes dunha
localidade; Concello = C, Estacion de tren = E, Instituto de Secundaria = | e Hospital = H.
a) Forma a matriz de informacion do grafo.
b) Calcula o cadrado da matriz anterior e explica o seu
significado. C
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Solucions
2
. 2 —— 3
1. DadaamatrizA = 5 v3

4 1 -3
a) Cal é a sua dimensién?
b) Indica o valor de aj,, ax; € ass

a) Cal é a sua dimensién? Como a matriz ten duas filas e tres columnas a sta dimension é 2 x 3
-2
b) O valor de a;, =—, @1 =4 € a3 = -3

1 x 5

1 -3 5
2. Dadas as matrices A = ( j eB= (y 0 ZJ , indica os valores de X, y e z na matriz

-7 0 4
B para que sexa igual a A.

Para que ambas matrices sexan iguais todos os elementos tefien que coincidir, asi que igualamos
e obtemos x=-3,y=-7,z=4.

3. Escribe as seguintes matrices:
a) A matriz unidade de orde catro.
b) A matriz nula de dimensién 3 x 2.
¢) Unha matriz triangular de orde dulas.
d) Unha matriz diagonal de orde duas.

1000 0 0
(0100 _ 1 2 2 0
a) |4 - 0010 ’ b) O3X2 _<8 8)7 C) (O 3)7 d) (0 _3)
0001
: 2 3 .
4. Dada a matriz A = 1 > 4l calcula a stia oposta.
A oposta dunha matriz obtense cambiando o signo a todos os seus elementos:
a - -2 30
T\-1 2 -4
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) 1 0 2 1 3 1
5. Dadas as matrices A = ,B= eC= , calcula:
2 - 0 -3 -2 4

a)A + B,b)A-B,c)24A- 3B + 4C,d)A-B,e)B-A,f) A(B + C)

a) A+B:(% 0)+(S jg):(%i(z) _01+_13)=(§ —14)

n a-e=( %)-( =020 2le)=G 3

c) 2A-3B + 4C = 2(; _01)—3'((2) _13)'+4'(; All):

- (; : % 12 -2(-—01)> B (g : (2) 3 -3(.—13)) + (4 -4(-—32) i:}}) - (i —02) B (8 —39) * (1%; 146) -

1:240-0 1:1+0-(-3)
o a5=( %G =650 2 )=6 Y

2:1+1-2 2:0+1-(—-1 —
o 5a=00 )G D=1 00 otosioncon)= (% )

0 4o+ o=( (6 D6 D)=G DEC -G D

R O DN

2 40 0 4 3

_ (—1 1 3} (—1 0 2} [
6. Dadas as matrices A = ,B= eC=
0

1 4

2 —1J,calcula:
3

C

a)A + 2B,b)34-B,c) (A + B)C,d)A-C,e)B-C,f)A-C + B-

sava=(Z 1D S DG L D@ DG 4 D

b)3A—B=3(_21 41; (3))_(—01 2 §)=(—63 132 3)_(—01 2 §)=(_2 g _73)

Gz )= 1Y)

1 3 0

¢) (A + B)C = <(_21 s D)

+

_(—2-2+1-0+5-1 -2-1+1-2+5-3 —2-4+1-(—1)+5'0)_(1 15 —9)
“\2:-248:-0+3-1 2:-1+8:-2+3-3 2:4+8-(-1)+3-0/) \7 27 0
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2 1 4
aac=( 3o 2 )
1 3 0

<—1-2+1-0+3-1 -1-1+1-2+3-3 —1-4+1-(—1)+3'0)_(1 10 —5)
2:24+4-0+0-1 2:1+4-2+0-3 2:4+4-(-1)+0-0/) \4 10 4

e)B'C:(—1 0 2)

0 4 3

_<—1-2+0-0+2-1 -1-1+0-2+2-3 —1-4+0-(—1)+2'0)_(O 5 —4)
" \0:2+4-0+3-1 0-1+4-2+3-3 0:4+4-(-1)+3-0/) \3 17 —4

vacenc=( i G 1 D=6 2 )

0 1
7. Calcula A%, A e A¥* sendo A = [ . OJ

A2:A-A:(0 1)

(
A=an=(0 0

R [ R
wenne(y 96 9= D

A partir de A* volve repetirse o ciclo.

Como 20 = 4-5, A = (AY)° :(é 2)5 - ((1) (1))

Por outra parte, como 30 = 4.7 + 2, A¥ = (AY)".A? = |".A? = A? =(_01 _01)

a

8. Acha todas as matrices X = [b

X? =2X

X* = (Z (c)) (Z (C)) - (abcfbc 602)

=20y )= 2)

2
Establécese a igualdade de matrices: ( @ 0) = (

2a 0)
ab + bc c?

2b 2c

Da igualdade de matrices obtense o sistema:
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a? =2a a=0ea=2

ab + bc = 2b=>yab + bc = 2b
c? =2c c=0ec=2

Resolvemos a 12 e 32 ecuacidén que tefien unha soa incognita e despois utilizamos os resultados
para resolver a 22,

Paraa=0ec=0=0=2b=b=0

Paraa=0ec=2= 2b=2b = b pode tomar calquera valor

Paraa=2ec=0= 2b=2b = b pode tomar calquera valor
Paraa=2ec=2=2b+2b=2b=2b=0=Db=0

Polo tanto, as posibles matrices X son:

(8 8)'(2 g)(i 8)'(3 (2)) con beR

9. Encontra nimeros a e b de forma que a matriz A = (a bJ verifique A? = 2A. Para estes valores

1
de aebetomandoB = EA' calcula B> e A%,

= aa=(a )G p) =i are)

ZA:ZZ(i §)=(§1 ﬁ)

Establécese a igualdade: ( Lra 14D ) = ( S )

a+ab a+b? 2a 2b

Da igualdade de matrices obtense o sistema:

a+1=2 a=1

b+1=2 b=1
ab+1)=2a 211 +1) =2 >2=Lb=1
a+b*=2b 1+12=2-1

_

Paraa=1eb=1; obtemos A=G 1) eB=%(1 1)

-aait DiC D36 DG D-3G D-3¢ D1

Obsérvase que B® = B; polo tanto,B®> = BB = B-B = B*= B
Polo tanto B%® = B

SR

Agora temos que calcular A4°°:
wean=( )0 D=( )
wena=(; )6 D=0 V=G %)
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K=raG 26 D=6 %)

Obsérvase que o expofiente da base 2 € inferior nunha unidade ao expofiente de A.

49 49
Polo tanto: A5° =(§49 349)

2

3|, calcula as matrices A?, A%, A* A° e obtén razoadamente a matriz
0

10. Dada a matriz A =

o O O
o O -

A" paran>5.

01 2\ /0 1 2 0 0 3
A2:A-A:<003>-<003>=(000>
0 00/ \0o 00 0 0 0
0 0 3\ /0 1 2 0 00
AS:AZ-A:<000>-<003>=<OOO>
0 0 0/ \0 0 O 0 0 0

A*=AA*=A0=0eA°=A*A=0-A=0

Sen>5, A" = (0) porque A" = A™*575 = 45 A5 = (0) - A5 = (0)

-1 4 0 5

. 11 2 -3 1 7
11. Dadas as matrices A = 0 2 B= eC= , calcula;
a)At, b) Bt,c) (A+B),,d) (A+B+0C)!

a) Afz(i (2))

o) B=(%, 7))

C)A+B=((1) ;)Jr(—zl _43):(—31 _62) :>(A+B)t:(—32 _61)
d)A+B+C=((1) §)+(_21 —43)+((1) g)z(:ll 151) =>(A+B+C)t=(g' 111)
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12. Calcula as matrices inversas das matrices:
4 -3 4 2 1 0
a)A= ,b)B= ,c)C=
2 -2 31 2 -1

Recordemos que para calcular a matriz inversa polo método de Gauss, aplicaremos
transformacions ata que a convertamos na identidade. Esas mesmas transformacions, aplicaranse
a identidade e a matriz obtida seré a inversa.

a) Partese da matriz (A 11)

— IF o 2°F _ 22F-2.1°F _ 1F:2+2%F
=G S D) 2G0T 26 T D
(1 0
0 1

1 3
2)
0o -2
1 =32
A matriz inversa é A™ :< 2 )
0o -2

b) Partese da matriz (B I 1)

16F +2F 12
®1n=(:2 9 LN (2 ZaF-3-1aF,(1 L] - PRLY)
3 110 1 3 110 1 0 —-21-3 4

-1
1 0|2
0 12 _,
2
et
A matriz inversa é B™ = g
22
2

c) Partese da matriz (C11)

(CII)=(% _01(1) 2)% ((1, _01 _12 (1)) - ((1) (1)|% —01)

A matriz inversa é ela mesma, C™* = (% _01) =C

13. Calcula as matrices inversas das matrices:

11 2 110
A=|2 1 1|,B=|1 0 1
0 31 010

a) Partese da matriz (A1)
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1 1 21 0 0\ grppr /1 1 21 0 0\ w3z
Alnp={2 1 110 1 o] — (0 -1 =3|-2 1 o) ——
0 3 1lo 0 1 0 3 1lo o0 1
a a ¥
1 1 21 0 0\ g (1 1 2|L 0 0\ HZLF
0 -1 -3}-2 1 0] — (0o -1 =372 L O)——
0 0o -8l-6 3 1 o o0 1|; S 3
-1 5 -1
4 8 8
10 o T 3
0 %7 8 s
\0 0o 1| % _1}
4 8 '8
[
/4— 8 8\
Amatrizinversaé A"t =| =2 2 5)
4 8 8
S
\8 8 8
b) Pértese da matriz (B | I)
aE _1a a aF _2
1101 00 Bk /1 1 o1 0 o0\ RAZEF
BINH=(1 0 1f0 1 oj]=—""—(0 -1 1|-1 1 0
01 0lo o1 0 0 1l-1 1 1
1001 0 -1
0100 0 1
00 1l-1 1 1

1 0 -1
A matriz inversa é B= ( 0 0 1 >
-1 1 1

2

-3 31
14. Dada a matriz A = ( ) ] encontra Xtalque A-X-A = ( j

0 4

Calculase a inversa de A polo método de Gauss:

. I5F +2°F _ DF 41 _ IF +2°F
G2 9™ G )T 26k 6D

Logo At = (i 3)
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Multiplicase & dereita e & esquerda por A™:
-1 1_ a1 (3 1\ pa -1 1y - a1 (3 1\ A1
AL (AX-A)AT = A -(0 4)-A = (ALA)X-(AAT) = A -(0 4)-A -

31

Sxeaty DaonsG Y6 DG DE N E DG B

_ -4 -1 1 2 ) 11
15. Dadas as matrices A = 4 eB= ) 4 atopa unha matriz da forma X = Xy

gue verifiqueque A- X = X -B.

(=4 —1\(1 1\ _(~4-x —4-y
A'X‘(4 1)(x y)_(4+x 4+y>

(1 1\,1 2y _( -1 —2
X'B_(X }/)(—2 —4)_(x—2y 2x—4y)

_ —4—-x —4-y\ ( -1 -2
A'X_X'B:(4+x 4+y)_<x—2y 2x—4y>
—4-x=-1 X =-
—4—y=-2 - y=- {x:—3
44+x=x—-2y 2y =—4 y=-=2
44+y=2x—4y 2x —5y =4
. cov 1 1
A matriz X sera: X —(_3 _2)
1 0 2 0 1 -1
16. Acha a matriz X talque A-X = B-A,sendoA=| 0 1 1|eB=|1 0 2
-1 01 -1 0 2

Se despexamos X da ecuacion matricial obtemos:

A-X=B-A= A"A-X=A"B-A= X=A"B-A polo tanto precisamos a inversa de A

Calculase a inversa de A polo método de Gauss:

1 0 21 0 0\ wgrape /1 0 2[1 0 0\ g5 (1 0 21 00
(011010)—><011010>—>o111019
-1 0 110 0 1 00 31 01 00 1f3 0 3
1F 2.3 |- 0 2
23F_33F 1003’1 _31
01 0= 1 =
00 11 , 1
3 3
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1oy 2
3 3
S e S
Logo A™ = | — 1 - |
g 1
3 3
X=A'BA=
1y 2 2 1 5 27 1 4
3 31 /0 1 -1\/1 0 2 303 3)/1 0 2 3
x== 1 =1 0o 2]){o 1 = = 2o 1 1)=|F F 4|
\303/—102—101 _111/—101\__230/
3 3 3 3 3 3 3

_ -11 1 2 0 3
17. Resolve a ecuacién en X, AX + 3B+ 2C = D, sendo A = ) 3 ,B= ,C= e
4 1
D=

Se despexamos X, obtemos:
AX + 3B+ 2C =D=AX =D-3B-2C= A 1"A-X =A1-(D-3B-2C) =

Calculase a inversa de A polo método de Gauss:

1EF -(-1) IF 4235 5

1
_ PF 2 1 2F5 - =
O Y O ) F I P
__3 l 5 5
Logo A= 5 °
5 5

Al-A-X =A1(D-3B-20)=

-3 -3

/N
~—
|
w-P
N -
—

[

W
~—
|
[y

w N
N——

[

[\
~—~
=)
o W
N——
\—/
U‘llNU‘l|
R |-

U‘lIt\JU‘ll
Uik U]

18. Nunha aceria fabricanse tres tipos de produtos: aceiro en laminas, en rolos ou aceiros
especiais. Estes produtos requiren chatarra, carbon e aliaxes nas cantidades que se indican na
taboa seguinte, por cada unidade de produto fabricado:

Aceiro en laminas  Aceiro enrolos  Aceiros especiais

Chatarra 8 6 6
Carboén 5 6 4
Aliaxes 2 1 3
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a) Se durante o proximo mes deséxanse fabricar 6 unidades de aceiro en laminas, 4 unidades
de aceiro en rolos e 3 unidades de aceiros especiais, obtén unha matriz que indique as
cantidades de chatarra, carbon e aliaxes que seran necesarias.

b) Se se dispdn de 40 unidades de chatarra, 28 de carbén e 14 de aliaxes, cantas unidades de
cada tipo de aceiro poderanse fabricar con estes materiais?

8 6 6
A tdboa do enunciado da lugar & matriz A :<5 6 4)
2 1 3

6
a) Os datos do enunciado dan a matriz de producion P = <4>

3
O produto A-P é a matriz de materiais que se precisan para a producién desexada.

8 6 6\ /6 90\ Chatarra
A-P==|5 6 4]|(4]=|66] Carbbn
2 1 x3 3 25/ aliaxes
b) Sexa P' = <y> a matriz de producion que se pode realizar a partir da matriz de existencias
40
E=|(28
14

Logo, APP=E=AYAP=AE=P=A"E

Calculase a inversa de A polo método de Gauss:

1
8 6 6|1 0 0\ pg (4 3 33 0 0\ geope (4 3 32 00
56 40 1 0] (56 4y 1 ol (5 6 40 1 0
2 1 3lo o 2 1 3 0 -1 3|zt
00 1 = 0 2
4.0 -5.15F 1 345F -20F 4 —4 0
9.3F +29F 4 3 313 0 0 PE-28 12 0 8 -5 4 0
— (o9 1| 4, o |0 9 1z
0 0 28|2 0 0 1|]-1 1 2
-7 4 18 4 7 14
1*F-8.3%F 6 _ 20 —ﬁ 1°F12 R
o3 120 0, 7 7| 10 o2 7 7
Yoo oo "0107;§|
\0 011 1 9 \o 0o 11 1 i/
7 14- 7 14
o3 =8
2 7 7
LogoAl=|2 2 =
4 7 14
-9
4 7 14
L
2

x chatarra
A solucion sera: <y> = carbéon
z 3 aliaxes
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19. No grafo seguinte aparecen indicadas as comunicacions de catros puntos importantes dunha
localidade; Concello = C, Estacion de tren = E, Instituto de Secundaria = | e Hospital = H.
a) Forma a matriz de informacion do grafo.
b) Calcula o cadrado da matriz anterior e explica o0 seu C
significado. < E

I

Para expresar o seguinte grafo nhunha matriz sempre se considera
cun 0 se non hai comunicacion e cun 1 se estdn comunicados. A

fila e 0 punto de partida e a columna o de chegada. I

a) A matriz de informacion asociada é:

O elemento a,, = 1 xa que de C sae unha frecha para |. Como de C non sae ningunha frecha mais
o0 resto dos termos da primeira fila son nulos e sucesivamente o resto.

b) Cadrado da matriz de informacion:

2

0 0 01 0 0 01 0 0 01 11 10
1 0 1 0} _(1 O 1 O}f1 0 1 O 0 1 01
01 0 0] (01 00 01 0 O 1 0 1 0
111 0 111 0 111 0 1 11 1

O cadrado da matriz indica as diferentes formas de unir dous puntos da cidade pasando por un
punto intermedio. Por exemplo, o elemento as, = 1 indica que se pode ir do Instituto & Estacion
pasando por un punto intermedio dunha forma, neste caso

| - H—E.
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